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Resumo

Nesta dissertacdo desenvolve-se um modelo de elementos finitos hibridos-mistos de tenséo,

para a analise elastoplastica de estruturas laminares planas (placas e lajes).

O modelo numérico € caracterizado por se aproximar, de forma simultanea e independente, os
campos de tensdes e de deslocamentos no dominio de cada elemento, e os campos de
deslocamentos ao longo da fronteira estatica, na qual se englobam as fronteiras inter-
elementares. Para modelar os fendmenos locais associados ao aparecimento e ao
desenvolvimento de deformacgdes plasticas, os incrementos dos parametros plasticos sao

também directamente aproximados.

Na aproximacdo dos campos de tensdo e de deslocamento, sédo utilizados polindmios
ortogonais de Legendre, enquanto que nos incrementos das deformacdes plasticas se utilizam
funcdes de Dirac e polindmios até ao segundo grau.

O modelo desenvolvido é caracterizado pela utilizacdo do método de Newton-Raphson na
resolucdo do sistema de equacBGes ndo lineares. Foram ainda incorporados critérios de
cedéncia adaptados a modelacdo de materiais com resisténcia combinada de atrito e coeséo,
tendo-se efectuado o estudo e implementacdo de diferentes técnicas para o controlo da
cedéncia, nomeadamente o controlo em pontos de colocacédo e o controlo em células plasticas.

7

Com o objectivo de avaliar o desempenho do modelo desenvolvido, no final do trabalho é
estudado um conjunto de casos de teste, efectuando-se a comparacédo com resultados obtidos

de outras formulaces.
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Abstract

In this dissertation, a hybrid-mixed stress finite element model for the elastoplastic analysis of

stretching and bending plates was developed.

The numerical model is characterized by the simultaneous and independent approximation of
the stress and the displacement fields, in the domain of each element. The displacement field on
the static bondary, which includes the inter-elementary boundaries, is also approximated. To
model the local phenomena associated with the plasticity, the increment of the plastic

parameters are also directly approximated.

The orthogonal Legendre polynomials are used as approximation functions for the stress and
displacements fields. Dirac functions and low degree polynomial functions are used to model the

increments of plastic parameters.

The numerical model is characterized by the use of the Newton-Raphson method in the solution
of the non-linear system of equations. Yield criteria suitable for simulating the behaviour of
hydrostatic pressure dependent materials has been incorporated. Two different techniques to
control yield have been studied, namely control at the collocation points and control based on

plastic cells.

With the objective of testing and assessing the performance and accuracy of the model, a group
of test cases has been considered. The results are compared with those obtained from other

formulations.
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Capitulo 1
Introducao

1.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Nos ultimos tempos, 0s engenheiros foram confrontados com problemas cada vez mais
complexos no dominio da andlise estruturas. Rapidamente perceberam que a obtencédo de
solugBes exactas era extremamente dificil e em alguns casos impossivel, levando a que
tivessem que recorrer a modelos numéricos e frequentemente trabalhar com solucdes
aproximadas. Foram desenvolvidos muitos métodos de analise, entre os quais se destacam o0s
métodos variacionais [48, 53], o método das diferencas finitas [31, 52, 56], o método dos
residuos pesados [24, 25] e 0 método dos elementos finitos (MEF) [5, 17, 26, 61], que é

claramente o mais utilizado.

O sucesso do MEF deve-se essencialmente a forma como é abordado o problema, o que lhe
permite apresentar algumas vantagens sobre as restantes ferramentas de andlise. Entre essas
vantagens, encontra-se o facto de recorrer a técnica de dividir o problema complexo num
conjunto discreto de sub-regides, que se dominam por elementos finitos. A formulacao é entao
desenvolvida ao nivel do elemento de forma a englobar as condi¢Bes necessarias & modelacao
do problema em estudo. E também nos elementos que é efectuada a aproximacio das
grandezas continuas, recorrendo-se usualmente a uma combinagdo linear de um conjunto
discreto de fungdes, ficando o problema restringido a um nimero finito de variaveis. Por ultimo,

o sistema de equac¢bes governativas é em geral estabelecido de forma ponderada, recorrendo

1
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ao método dos residuos pesados. Este procedimento permite efectuar uma abordagem
simples, bem estruturada, matematicamente bem fundamentada e ao mesmo tempo obter bons
resultados.

O MEF encontra-se muito desenvolvido abrangendo varios dominios da engenharia e
apresentando inUmeras variantes. No dominio da Mecénica dos Sélidos, o modelo de
compatibilidade é de longe o mais utilizado. O sucesso deste modelo deve-se essencialmente a
sua simplicidade, e ao facto da sua formulacdo ser menos exigente e mais intuitiva que as

formulagdes alternativas.

Sao aproximadas as grandezas associadas ao campo cinematico. As fungbes de aproximacgao
sdo escolhidas de forma a que sejam verificadas localmente todas as condicbes de
compatibilidade. As solucdes obtidas ndo satisfazem as relacées de equilibrio, quer no dominio,
guer na fronteira dos elementos (a menos que se trate da solucdo exacta), pois toda a
formulacéo é desenvolvida deixando para segundo plano o campo estético, sendo este obtido

apenas de forma indirecta do campo cinematico.

A gqualidade da solugédo pode geralmente ser melhorada através do sucessivo refinamento da
malha, quer através do aumento do grau das funcdes de aproximacéo (refinamento tipo p), quer
através do aumento do nimero de elementos considerados na discretizacao (refinamento tipo

h), sendo este Ultimo tipo mais utilizado nestes modelos.

As zonas a refinar estdo geralmente associadas a locais onde existem grandes variacées dos
campos estatico e/ou cinematico. Estas variagdes podem ser provocadas por inUmeras razoes,
entre as quais se destacam situacdes de variacdo de geometria e de existéncia de condi¢bes
particulares de apoio e de cargas aplicadas.

Embora muito intuitivos e com uma fundamentacdo matematica robusta, as formula¢cbes
classicas do método dos elementos finitos, apresentam alguns inconvenientes, entre 0s quais

se destacam os seguintes:

i) A obtencdo de uma solugédo de qualidade requer, regra geral, a consideragdo de um elevado
namero de elementos na malha. Este facto torna indispensavel o desenvolvimento e aplicagéo
de técnicas para a geracdo automatica de malhas. Estas técnicas podem ser bastante
sofisticadas e de dificil implementacao e controlo, sobretudo se se tratarem de problemas com

geometria tridimensional.

i) H4 uma grande relag@o de dependéncia entre a malha de elementos finitos considerada e a
carga aplicada, o que leva a que a consideracdo de carregamentos diferentes possa implicar a

utilizacdo de malhas também diferentes.
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iii) As solucbes obtidas com recurso a estes modelos estdo contra a seguran¢a, uma vez que

nao satisfazem as condi¢Bes de equilibrio, quer no dominio, quer na fronteira dos elementos.

iv) H& dificuldade em desenvolver e implementar modelos para a analise de fenbmenos de
fendilhacédo, tendo em conta que o aparecimento e a evolugdo de fendas, introduz uma
descontinuidade local no campo de deslocamentos. Desta forma, a continuidade no campo de
deslocamentos imposta pela adopcdo de modelos de compatibilidade dificulta o tratamento

natural deste tipo de fenémenos [10].

Foi para tentar contornar estas limitagdes, que se tém desenvolvido formulacSes alternativas

para o método dos elementos finitos [20].

A utilizacdo de modelos que tratem de forma mais rigorosa as relagbes de equilibrio, permite
alimentar maiores expectativas na qualidade da solucéo final, especialmente quando se trata
de andlises fisicamente ndo lineares, as quais evoluem de acordo com informacao fornecida
pelo campo estatico. Entre estes modelos encontra-se 0 modelo hibrido-misto de tensdo (HMT),
utilizado neste trabalho [10, 20, 39].

O relativo insucesso que as formulacgdes alternativas tém tido, pode encontrar justificagcdo em
vérias razbes. Em primeiro lugar estas formulagbes sdo menos intuitivas, essencialmente
devido a perda do significado fisico das variaveis intervenientes, provocado pelo abandono do
conceito de interpolacao nodal. Estao ainda associadas a um grande aumento na complexidade
do modelo e na quantidade de calculos a efectuar, a que nem sempre corresponde um

acréscimo visivel de qualidade na solugao.

O crescente desenvolvimento que nos ultimos tempos se tem registado no ramo da informatica,
veio criar mais expectativas no futuro destes modelos mais exigentes e complexos, levando a
que este trabalho de implementacéo, consolidacao e validacdo dos modelos HMT na andlise

elastoplastica, surgisse com alguma naturalidade e pertinéncia.

1.2 - OBJECTIVOS

O objectivo principal deste trabalho reside no desenvolvimento de um modelo hibrido-misto de
tensdo para a andlise elastoplastica de estruturas bidimensionais planas, nomeadamente
placas (EPT e EPD) e lajes.

Pretende desenvolver-se um modelo HMT, que incorpore as seguintes caracteristicas:

1. Utilizacdo do método de Newton-Raphson na resolucdo do sistema de equacBes nédo

lineares.
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2. Incorporacao de critérios de cedéncia adaptados a modelacdo de materiais com resisténcia

combinada de atrito e coesao.

3. Implementagéo e estudo de diferentes técnicas para o controlo da cedéncia, nomeadamente

o controlo com base em células e com base em pontos de colocacao.

Salienta-se que embora algumas destas caracteristicas ja tenham sido implementadas em
outros trabalhos [8, 10, 33, 65], um modelo HMT que satisfizesse todos os requisitos anteriores,
nao tinha ainda sido desenvolvido no ambito do grupo de investigacdo onde este trabalho se

enquadra.

1.3-METODOLOGIA

Nos modelos HMT aqui apresentados, os campos de tensdes e de deslocamentos no dominio
dos elementos sao aproximados em simultaneo e de forma independente. Também o campo de
deslocamentos ao longo da fronteira estéatica é modelado de forma independente. Neste tipo de
modelo, considera-se que a fronteira estatica inclui os trogcos onde se impde as tensfes

aplicadas, e ainda, as fronteiras inter-elementares.

A formulacdo do modelo de elementos finitos é desenvolvida através dos principios
fundamentais da mecénica [10], tendo-se utilizado consideracdes energéticas apenas para

assegurar a consisténcia das variaveis discretas.

Para o comportamento em fase elastica do material, adoptou-se um modelo isotrépico elastico
e linear, enquanto que na fase plastica se utilizou uma lei de escoamento associada.
Considerou-se como valido o postulado de Drucker e efectuou-se a integracdo das relacdes

constitutivas recorrendo ao método implicito de Euler.

Para se modelarem os fenédmenos associados a plasticidade, cada elemento finito é subdividido
num conjunto de células plasticas onde se aproxima a distribuicdo dos incrementos dos
par@metros plasticos. Esta aproximacdo pode ser obtida com recurso a utilizacdo de um
conjunto completo de fungdes polinomiais, que devem possuir valores ndo negativos em todo o
seu intervalo de definicdo. Utilizando-se esta opcéo, o controlo da plasticidade é efectuado com

base nos conceitos de célula plastica e no modo de plastificagao.

A técnica de controlo baseada na consideracdo de pontos de colocagdo (usualmente
coincidentes com o0s pontos de integracdo) pode ser de imediato recuperada se se
considerarem fun¢des de Dirac na aproximacdo dos incrementos dos parametros plasticos [8,
33].
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No modelo HMT, as condi¢cBes de fronteira cinematica e a condi¢cdo de escoamento plastico
sdo verificadas a priori. As restantes condi¢des sdo impostas de forma ponderada, na forma de
residuos pesados. A ponderacdo é efectuada de forma a garantir que no modelo discreto se
preserve a dualidade estética-cinemética, a reciprocidade elastica e a plasticidade associada.

7

O sistema governativo € obtido através da combinacdo das condi¢cdes de equilibrio,

compatibilidade, elasticidade e plasticidade.

Para que houvesse um maior controlo sobre 0 modelo, optou-se por desenvolver de raiz 0os

programas de célculo, em detrimento da adaptacdo de ferramentas ou rotinas ja existentes.

1.4 - FASEAMENTO

Numa primeira fase foi desenvolvido e implementado um modelo HMT para a andlise elastica
linear de lajes de Reissner-Mindlin. Este programa, aqui designado genericamente por Laje-
Pol, foi desenvolvido no ambiente de programacdo Matlab [34] e utiliza polinbmios como
funcdes de aproximacdo. Embora apresente um fraco desempenho numérico, o0 seu

desenvolvimento teve aspectos muito benéficos a nivel pedagdgico para a dissertacao.

Numa segunda fase foi desenvolvido um modelo HMT para a andlise elastoplastica de placas.
Neste modelo foram utilizados na definicdo das aproximagfes, polindmios ortogonais de
Legendre. O programa resultante, aqui designado por Placa-Leg, incorpora todas as

caracteristicas associadas aos objectivos do trabalho.

1.5 - ORGANIZACAO

O trabalho encontra-se divido em 6 capitulos e em 9 anexos, entre 0s quais se encontra este

primeiro capitulo de introducéo.

O segundo capitulo tem como objectivo formular o problema que vai ser estudado, definindo-se
as relacdes fundamentais, bem como as hipoteses e as nota¢es adoptadas. E dada especial

atencdo ao modelo elastoplastico.

7

No terceiro capitulo € introduzido o modelo de elementos finitos utilizado na resolugdo do
problema formulado no segundo capitulo. Inicialmente, sdo apresentadas de forma sucinta as
principais formulagdes de elementos finitos existentes. Posteriormente, é definido com maior
rigor o modelo hibrido-misto de tenséo (HMT). Mais uma vez, especial atencédo sera dedicada
ao comportamento em regime elastoplastico e aos aspectos relacionados com a analise

incremental e com as técnicas iterativas.
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No quarto capitulo apresentam-se 0s conceitos e as expressdes relevantes a implementacao
numérica do modelo de elementos finitos discutido no terceiro capitulo. Definem-se as
expressdes utilizadas nas transformagfes de coordenadas, a forma como sdo definidas as
aproximacdes e as técnicas implementadas para o controlo da cedéncia. Apresentam-se
também, as expressdes utilizadas no calculo dos operadores estruturais presentes no sistema
governativo nao-linear, bem como os critérios de cedéncia implementados. Por fim,

apresentam-se esquematicamente os algoritmos associados a implementacdo do modelo

elastoplastico.

No quinto capitulo € ilustrada, através de exemplos, a aplicacdo dos modelos numeéricos
desenvolvidos. A validacdo e a caracterizacdo do desempenho sdo efectuadas recorrendo a
problemas para os quais se conhece uma solugdo analitica ou se conhecem os resultados

provenientes da aplicacdo de outras técnicas numéricas.

No sexto e Ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusfes finais, e sdo identificados os

possiveis desenvolvimentos futuros para este trabalho.

O presente texto € complementado com um conjunto de anexos, englobando aspectos que,
guer pelo seu caracter de pormenor, quer por razdes de fluidez de raciocinio, se considerou ser
mais adequado serem colocados fora do corpo principal do texto. Os anexos englobam a
definicdo da formulacdo de placa (EPT e EPD) e de laje de Reissner-Mindlin, os aspectos
relacionados com as transformacdes de coordenadas, a definicdo dos polindmios de Legendre
e dos critérios de cedéncia. Sdo ainda apresentados dois anexos, onde se definem as
expressoes associadas aos dois programas desenvolvidos, e um terceiro, onde se apresenta
de forma sucinta, o conjunto de conceitos e expressfes matematicas utilizadas como base

deste trabalho.



Capitulo 2
Formulacao do Problema

2.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo tem como objectivo introduzir as relagdes fundamentais utilizadas para definir o

comportamento global do problema que se pretende estudar.

A estrutura do capitulo engloba uma fase inicial onde se apresenta a notacdo, as hipoteses
base e as grandezas intervenientes, e uma fase posterior, onde se definem as relacbes

fundamentais que permitem relacionar a evolugdo dessas grandezas.

E dada especial atencdo ao modelo utilizado para o comportamento do material em fase
plastica, visto a sua definicdo ter especial importancia nas andlises elastoplasticas. Algumas
relacbes sdo introduzidas com uma fundamentagdo mais pormenorizada, com o intuito de

transmitir ao leitor os conceitos fundamentais que justificaram a sua implementacdo no modelo.

Toda a formulagdo é apresentada na sua forma mais geral, de modo a que nado esteja
restringida a qualquer tipo de estrutura. Em contrapartida, nos anexos é particularizada para os
problemas especificos implementados, nomeadamente para estruturas laminares planas

(placas e lajes espessas).
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HIPOTESES BASE:

Ao longo deste trabalho consideraram-se as seguintes hipoteses base:

1.

/sotropia - o material apresenta inicialmente o mesmo comportamento em todas as

direccoes.

Linearidade geométrica - os deslocamentos sdo pequenos e desprezaveis face as
dimensdes da peca. Desta forma a configuracdo deformada confunde-se com a sua
configuracao inicial.

N&o linearidade fisica - o material apresenta comportamento elastoplastico, sendo a

fase elastica linear.

O carregamento € monotonico, ndo havendo inversdo do sentido de aplicagcdo da carga.

s

A velocidade de aplicacdo da carga é suficientemente baixa para que se possam

desprezar os seus efeitos dindmicos.

A temperatura nao interfere nas caracteristicas mecanicas do material.

GRANDEZAS INTERVENIENTES:

As principais grandezas intervenientes sdo as forcas aplicadas e as tensdes, definindo o campo

estatico, bem como as deformagfes e os deslocamentos, associadas ao campo cinematico.

Estas grandezas relacionam-se atraves das relacdes de equilibrio, constitutivas e de

compatibilidade, conforme indicado na Figura 2-1.

R. CONSTITUTIVAS <~ DEFORMAGOES

R. EQUILIBRIO [ R. COMPATIBILIDADE |
I ‘
DESLOCAMENTOS

Figura 2-1: Abordagem geral utilizada na formulac&o do problema.

NOTACAO BASE:

Um elemento genérico € definido num referencial cartesiano por um dominio (V), delimitado

pela fronteira (I'), sujeito a forcas de massa (b) e a forcas aplicadas na fronteira (ty).

Considera-se a fronteira cinematica (I'y)e a fronteira estatica (I';), como as regibes da
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fronteira onde sdo conhecidos respectivamente os deslocamentos e as tensbes aplicadas,
(Figura 2-2).

r,ur,=r
renl'y =9

Figura 2-2: Notag&o base utilizada no trabalho.

2.2 - RELACOES DE EQUILIBRIO

As relagbes de equilibrio permitem relacionar as tensdes/esforcos com o carregamento

aplicado ao corpo.
Considere-se um corpo, sujeito a um campo de forcas de massa (b), e actuado por um

conjunto de forcas na fronteira (ty), representadas por vectores constituidos pelas suas

componentes cartesianas:
by

b=|b, |,
b,

t
(2.1); t, =/t 2.2)
t

O estado de tensdao num ponto do corpo é caracterizado por um tensor cartesiano de segunda
ordem, designado por fensor das tensées:.

Gjj =|Oyx Oy Oy |, (2.3)

onde a componente (cij) representa a tensdo aplicada segundo a direc¢é@o (j), numa faceta

perpendicular & direc¢do (i). Tendo em conta as hipdteses base consideradas, este tensor é

simétrico, o que permite definir o estado de tensdo num ponto através do vector onde se

incluem as componentes independentes deste tensor,
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c= . (2.4)

A condi¢do de equilibrio no dominio pode ser obtida impondo o equilibrio de um volume
infinitesimal, obtendo-se [4, 58]:
Gij,i +bj = 0 (25)

A condicdo de equilibrio na fronteira estatica impde que o campo de tensdes esteja em
equilibrio com as tensbes exteriores aplicadas. Recorrendo a /érmula de Cauchy, obtém-se [4,
58]

cjin =ty, (2.6)
onde (n;)representa a componente da normal exterior unitaria a fronteira, segundo a direcgao
(i)

As equacdes (2.5) e (2.6) podem ser escritas na forma matricial, por:
Do+b=0emV, (2.7)

No=t, emI,, (2.8)

onde (D) e (N) representam respectivamente o gperador diferencial de equilibrio e a matriz

gue reldne as componentes da normal exterior unitaria a fronteira estatica, definidos por:

Tox O Doy Vo O

D=| 0 %y 0 %X 0 %Z, (2.9)
00 Y 0 Vo Yoy
n,k, 0 0 n, n, O
N= n,. 0 no 0 n,|. (2.10)

2.3 - RELACOES DE COMPATIBILIDADE

As condicdes de compatibilidade permitem relacionar o campo de deslocamentos com o campo

de deformacoes.
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O deslocamento de cada ponto do corpo pode ser definido recorrendo a um vector (u),

constituido pelas suas componentes cartesianas:

u=uy . (2.11)

O estado de deformacgédo de um ponto do corpo é caracterizado por um tensor cartesiano

simétrico de segunda ordem, designado por fensor das deformagoes.
€ =|&yx &y Eyz | (2.12)

onde as componentes (g;) representam a extensao linear de uma fibra infinitesimal que antes
da deformacéo é paralela ao eixo (i), e as restantes componentes do tensor (eij ) , representam

metade da variacdo do angulo formado por duas fibras infinitesimais, inicialmente dispostas

segundo as direcgbes (i) e (j). Ao valor total dessa variacédo é usual chamar-se distor¢cdo, a

gual é definida pela igualdade:

As componentes independentes do tensor das deformacdes podem ser agrupadas no vector:

o ez | (2.14)

As condigdes de compatibilidade no dominio podem ser expressas na forma [58]:

1
&j = E(ui,j +uj; ). (2.15)

Os deslocamentos impostos ao longo da fronteira cinematica ddo origem a condi¢cdo de

compatibilidade na fronteira:

Ui = Uy, (2.16)
onde o indice (i) representa a direcgéo considerada.
As relacbes anteriores podem ser escritas na forma matricial:
g=D"uemV, (2.17)

u=u, emrI,. (2.18)
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Admitindo a linearidade geométrica, os operadores (D*) e (D) s&o lineares e adjuntos,

representando (2.7) e (2.17) transformacdes conjugadas [10]. Tratando-se de operadores

diferenciais de 12 ordem, verifica-se a relagcéo (D* =Dt ) .

2.4 - RELACOES CONSTITUTIVAS

As relacbes constitutivas permitem relacionar as tens@es (campo estatico) com as deformacodes

(campo cinematico).

Considerando materiais com comportamento elastoplastico, as relagdes constitutivas

apresentam um primeiro trogo elastico, onde a deformacgéo total (g, ) € elastica e portanto
reversivel (e.), € um segundo trogo elastoplastico, caracterizado pelo aparecimento de
deformacdes plasticas irreversiveis (gp ) . Pode entéo escrever-se:

Troco elastico: & = &e, (2.19)

Troco elastopléstico: € =& t&p. (2.20)

A decomposicao das deformacgdes totais numa parcela elastica e numa outra plastica, € uma
das caracteristicas da definicdo cinemética da plasticidade [2]. Este tipo de formulagéo ajusta-
se bem ao modelo de elementos finitos utilizado, o qual utiliza uma formulagéo de flexibilidade

para as rela¢des constitutivas elasticas.

2.4.1 - FASE ELASTICA

Na fase elastica, a relagdo constitutiva do material € do tipo linear, podendo ser definida no
formato de flexibilidade (2.21), ou no formato de rigidez (2.22) [4]:

e=f o+egg, (2.21)
c=k e+op,. (2.22)

Nas equagbes anteriores, (&) e (o,) representam respectivamente os campos de

deformacdes e as tensfes instalados antes de se iniciar o carregamento, podendo ser
utilizados para permitir a consideracéo de deformagdes térmicas e tensoes residuars.
As matrizes (f) e (k) retnem os parametros elasticos do material. Tendo em conta as

hipéteses de base consideradas, estas matrizes sao simétricas e positivas definidas, podendo

ser escritas na forma;
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1 —v —v 0 0
-v 1 —v 0 0 0
v v 1 0 0 0
O , (2.23)
E 0 0 2(1+v) 0 0
0 0 2(1+v) 0
0 0 0 2(1+v)
@a-v) v v 0 0
% @-v) v 0
v v @-v) 0 0 0
__E | o0 0 o =2V o | (2.24)
1+ v)1—2v) 2
0 0 0 a-2v
2
0 0 0 0 (1_22V)

onde (E) representa o modulo de elasticidade e (v) o coeficiente de Poisson.

2.4.2 - FASE PLASTICA

De seguida apresenta-se a formulacdo adoptada para o comportamento de material em fase
plastica. Procurou-se apresentar com maior pormenor as hipéteses de base consideradas, bem
como as suas consequéncias no desenvolvimento da formulagéo. Informagbes mais detalhadas
sobre estes assuntos podem ser encontradas nos trabalhos de Chen [13], Kachanov [29] e

Zienkiewicz et al. [67].

Para caracterizar o comportamento do material em fase plastica é necessario definir:

1. A Condigdo de Cedéncia, a qual permite definir o limite a partir do qual se iniciam as

deformacgbes plasticas irreversiveis.

2. A Lei de Endurecimento, que permite definir a evolugdo da superficie de cedéncia ao

longo do processo de deformacéao.

3. A Lei de Escoamento, que permite definir a direccdo e o sentido do incremento da

deformacao plastica.

4. A Condigcdo de Consisténcia, que permite definir os incrementos dos potenciais plasticos
e da deformagédo plastica, para que ndo se viole a condicdo de cedéncia e a lei de

endurecimento.

5. As Condicbes de Complementaridade, as quais permitem relacionar a evolucdo do

campo estatico e do campo cinematico plastico.
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HIPOTESES BASE:

Neste trabalho considerou-se uma /e/ de escoamento associada, o que significa que se utilizou
a mesma funcgéo para definir a cedéncia e os potenciais plasticos. No entanto, para que a

formulacdo seja mais geral, é desenvolvida fazendo a distingao entre estas duas funcoes.

A hipétese da lei de escoamento associada é frequentemente adoptada nos trabalhos do
dominio da plasticidade [8, 10, 33]. No entanto, alguns autores consideram-na inadequada para
simular o comportamento de materiais ndo metalicos, como o betdo e alguns solos [13], que

saem fora do ambito deste trabalho.

Considerou-se também como valido o Postulado de Drucker, também conhecido como critério
de estabilidade do material [10, 13]. Este critério estabelece que “para que um material seja
estavel, o trabalho realizado pelas deformagdes plasticas, durante um ciclo fechado de tensées

é sempre ndo negativo'.

Para ilustrar a distincdo que este critério faz em relacéo a estabilidade dos materiais, considere-
se um material elastoplastico com um tro¢co de endurecimento linear. Este material foi sujeito ao
ciclo fechado de tensbes ABCD, representado na Figura 2.3 a). A parcela elastica da energia
de deformacgé@o € recuperada, dando origem a um trabalho nulo, enquanto que a parcela
relacionada com as deformacdes plasticas produz um trabalho positivo (drea a tracejado),

tendo em conta que um incremento de tensdo positivo (do > 0), d& origem a incrementos de
deformacdes plasticas também positivas (dsp > 0). Assim sendo, de acordo com o postulado

de Drucker este material apresenta um comportamento estavel.

i
e)
I ol B do.d:P <0
do C
Y
l l -
TdeP e
b)

Figura 2-3: Estabilidade de um material de acordo com o Postulado de Drucker (adap. de [13]).

Na Figura 2.3 b) encontra-se representado um material com comportamento semelhante ao do

amolecimento do betdo. Neste caso, o trabalho produzido no tro¢co descendente do diagrama
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(ciclo de tensbes ABCD), resulta do incremento das deformacdes plasticas e do decréscimo
das tensdes instaladas, dando origem a um trabalho negativo (area a tracejado) e a um material

com comportamento nao estavel.

A consideragdo do postulado de Drucker tem importantes consequéncias no modelo de
plasticidade adoptado. Para fundamentar a sua introdug¢do na formulacdo, considere-se sem

perda de generalidade, um material com comportamento elastoplastico perfeito, sujeito a uma
forca exterior que aumenta a tensdo num ponto do elemento, do seu valor inicial (c}j ) para um
valor final (csi‘}) sobre a superficie de cedéncia (trogo ABC). Suponha-se agora que se mantém

este valor de tensdo durante o tempo suficiente para que se dé alguma deformacao plastica.

Posteriormente da-se uma descarga, levando o valor da tenséo instalada novamente para (o}j)

(troco CDA), gerando um ciclo de tensdes fechado, conforme indicado na Figura 2-4.

Superficie de Cedéncia

Figura 2-4: llustracdo do Postulado de Drucker.

Nesta situacd@o, o trabalho realizado (dW) é definido pelo produto interno do vector do

incremento das tensdes pelo vector do incremento das deformacgdes plasticas:
dW = dof«dsf . (2.25)

Na hipoétese da lei de escoamento associada, a sobreposicédo entre o espaco das deformacdes
plasticas e o espaco das tens@es indicada na Figura 2-4, permite estabelecer as seguintes

interpretacdes geométricas:

Para que o produto interno definido em (2.25) tome um valor ndo negativo, é necessario que o

angulo formado pelo vector (c{j — c}j) e pelo vector (dsi‘; ) , Ndo seja obtuso.

z

Caso a superficie de cedéncia ndo seja convexa, € sempre possivel encontrar uma
configuracao entre estes vectores que forme um angulo obtuso, tal como se ilustra na Figura 2-
5a).
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Da mesma forma, para uma superficie de cedéncia convexa e suave na vizinhanca de um
ponto A, é igualmente possivel encontrar vectores que formem um angulo obtuso, se o vector
das deformacdes plasticas ndo for normal a superficie de cedéncia nesse ponto, conforme se

exemplifica na Figura 2-5 b).

Superficie de Cedéncia

Figura 2-5: Convexidade da superficie de cedéncia e normalidade do escoamento plastico
(adaptado de [13]).

Assim sendo, o postulado de Drucker tem como principais consequéncias assegurar que:

1. As superficies de cedéncia sdo convexas.
2. O vector dos incrementos das deformacdes plasticas € normal & superficie de cedéncia.

CONDICAO DE CEDENCIA:

A condicdo de cedéncia permite definir o limite a partir do qual se iniciam as deformacbes

plasticas. Matematicamente, materializa-se na denominada funcdo de cedéncia (f):

f(6)=6— oo, (2.26)

onde (G) representa a tensdo de comparacdo associada a condi¢cdo de cedéncia e (o)

representa um parametro, ou um conjunto de parametros, que caracterizam a envolvente de
cedéncia do material (ex. tensado de cedéncia a traccdo ou ao corte, angulo de atrito interno,

coeséo), usualmente determinados experimentalmente.

A funcao de cedéncia toma valores negativos quando o material se encontra em regime elastico
e valor nulo quando o material se encontra em cedéncia. Valores positivos representam um

dominio inacessivel para o material (Figura 2-6).

No caso de se considerar o endurecimento, a superficie de cedéncia sofre altera¢cdes durante o
processo de deformacéo. A condicdo de cedéncia assim definida tera apenas validade no inicio

do processo de deformagéo plastica, pois a parcela (o) ird depender das deformagtes

plasticas a que o material tenha sido submetido.
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Dominio inacessivel ao material

Material em
cedéncia
(r=20)

Material em
regime elastico
(Ff < 0)

o)

Figura 2-6: Definicdo da condigdo de cedéncia.

A condicdo de cedéncia fica definida, impondo que a funcdo de cedéncia tome valores néo
positivos:
f<o0, (2.27)

LEI DE ESCOAMENTO:

A lei de escoamento define a direc¢ao e o sentido do incremento de deformacéo plastica, ndo

fornecendo no entanto qualquer indicagédo sobre a sua intensidade.

A lei de escoamento define-se como:

P
de = de, a—fij, (2.28)

pelo que a direc¢céo do incremento das deformacgdes plasticas € normal a superficie associada
ao potencial plastico (g ), definida por (g =0). Por esta raz&o, a lei de escoamento é muitas

vezes denominada por condigdo de normalidade.

A variavel escalar (¢,) determina a intensidade do incremento. Devido & obrigatoriedade do
incremento da deformacdo plastica ser sempre ndo negativo, também (e,) terd de tomar

valores ndo negativos, definindo-se desta a forma a condicdo de escoamento plastico.

de, >0. (2.29)

Para assegurar ainda a verificagdo do postulado de Drucker, o sentido do incremento das
deformag®es plasticas deve ser tal que assegure um valor ndo-negativo para o trabalho (2.25).

Conclui-se entdo que os incrementos da deformagéo plastica devem ser normais e exteriores a

superficie de cedéncia [13].
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LEI DE ENDURECIMENTO:

A lei de endurecimento define como varia a forma da superficie de cedéncia durante o processo

de deformagao.

Muitos factores podem afectar o endurecimento do material, entre os quais estdo o historial de
carregamento, a sua velocidade de aplicacdo, a temperatura e suas variagoes, etc. No entanto,
face as hipoteses base indicadas no inicio do capitulo, o Gnico parametro relevante € o historial

de carga a que o material foi sujeito.

Varios modelos séo utilizados na pratica para caracterizar o endurecimento do material, entre
0s quais: o modelo de endurecimento isotropico, o endurecimento cinematico e o0

endurecimento misto, Figura 2-7 [2, 10].

v y

{a) Endurecimento isotrdpico (b) Endurecimento cinematiceo {c) Endurecimento misto

Figura 2-7: Leis de endurecimento mais utilizadas (adaptado de [10]).

A lei mais simples corresponde ao endurecimento isotrépico, no qual a superficie de cedéncia

sofre apenas uma expanséo uniforme, nao sofrendo qualquer translagéo, Figura 2-7a.
Um modelo mateméatico para a funcéo de cedéncia seria do tipo [13],
f(6,x) =6 —og(k), (2.30)

onde (k) representa o(s) parametro(s) de endurecimento do material.

Utilizando o modelo anterior, a zona com comportamento elastico do material aumenta durante
o processo de deformacédo plastica, o que contradiz o efefifo de Bauschinger [29], presente na
maioria dos materiais dicteis, segundo o qual, a amplitude do troco elastico de um material
sujeito a accdes ciclicas se mantém praticamente constante. No entanto, tendo em
consideracdo a hipotese base do carregamento ser monoténico, este modelo para o

endurecimento é adequado.

A lei de endurecimento cinematico modela o endurecimento como uma translacao da superficie
de cedéncia, tal como se encontra indicado na Figura 2-7b. Esta lei é mais apropriada para a

consideracédo do efeito de Bauschinger em estruturas sujeitas a ac¢des ciclicas.
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A funcéo de cedéncia é neste caso definida através de um parametro de endurecimento ().

De forma a garantir que o endurecimento ndo provoca um aumento do troco elastico do
material [13], esta expresséo pode tomar a forma genérica:

f(6.8)= (8 -B)* — (00)°. (2.31)

A Figura 2-8 representa um ensaio uniaxial realizado num material com endurecimento linear. A
lei de endurecimento isotropico conduziria a um andamento tipo OABEF, enquanto que o
endurecimento cinematico a OABCD.

Ac

Uced|

Figura 2-8: Modelos de endurecimento linear - isotrépico vs cinematico.

A lei de endurecimento misto permite combinar as caracteristicas das duas leis anteriores,
resultando numa superficie de cedéncia que sofre tanto translacdo como expansao, Figura 2-7
C).

Para a avaliagdo da fase de endurecimento em que o material se encontra, € necessario

guardar um, ou varios parametros de endurecimento (k). Neste trabalho adoptou-se como

parametro de endurecimento a deformagdo pléstica (&, ) .

Para que seja possivel incluir na definicdo das rela¢des constitutivas os resultados de ensaios

experimentais, utiliza-se o conceito de tenséo efectiva (csef) e de deformacéo plastica efectiva
ef in A = i e ef __ ef __
(£57). No caso de um ensaio & tracgdo simples, verifica-se que (c® =), e que (&f =s, )

[10]. E possivel relacionar directamente através da expressio (2.32), os incrementos de carga

com os incrementos da deformacéao plastica, recorrendo ao conceito de mddulo de plasticidade

(H’), conforme indicado na Figura 2-9 [10]:
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Ac =H'Ag,, (2.32)
com,
Eq(e)
H (g ) = —=—", 2.33
( p) . Et<8p> ( )
- E

cl

do=E;de =Ede, =Hde
de = ds, 1+ de,

p

-
&

As

Figura 2-9: Definicdo do modulo de plasticidade.

CONDICAO DE CONSISTENCIA:

Durante um processo de deformacgéo plastica, independentemente de haver endurecimento, o

estado de tensdo tem de permanecer sobre a superficie de cedéncia, o que se traduz por:

df(c,x)=0, (2.34)
ou seja:
or of

Analisando a expresséao anterior, é possivel estabelecer as seguintes conclusdes:

1. caso haja endurecimento g—i =0:

f f R - A
8—dcsij:—a—d|<:>a componente normal a superficie de cedéncia do vector

8(5"' (91(

incremento de tensao é devida ao endurecimento.
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2. caso ndo haja endurecimento g—é =0:

orf . ~ R - A
+—do; = 0= o vector incremento de tensao € tangente a superficie de cedéncia.

Bcij

CONDICOES DE COMPLEMENTARIDADE:

Definem-se as condigbes de complementaridade, para relacionar a evolugdo do campo estatico
(f), com o campo cinematico plastico (ap ) tendo em consideracdo as situacdes de
carregamento possiveis. Assim sendo, durante um incremento de tensao (dcij ) podem ocorrer

0s seguintes casos de carregamento (Figura 2-10):

-
<0 — carregamento em regime elastico, de; = deg,.

of : -

< f=0A o doj > 0 — carregamento em regime elastoplastico, de; = deg, + dej,.

Gij
orf . o
——do; <0 — descarga em regime eléstico, dg; = dg,.
L 8(5” U

ar

8 dO'ii = 0
of ar
8—0“ doj

doy <0 doj <0

Material com
endurecimento

Material sem
endurecimento

Superficie de Cedéncia
(f =0)

Figura 2-10: SituacBes possiveis de carregamento.
Para impor ao modelo que o carregamento se processe de acordo com as situacdes previstas,
estabelecem-se as seguintes condigbes matematicas [10]:
f de, =0, (2.36)
df de, =0. (2.37)

A primeira condi¢cdo imp&e que para haver incremento nas deformacdes plasticas € necessario

gue o ponto se encontre sobre a superficie de cedéncia.
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A segunda condicdo verifica-se quando um ou ambos os termos se anulam. Estas situacdes

correspondem a.

df =0 Adg, >0 - carregamento em regime elastoplastico.
df <0 Ade, =0 - descarga em regime elastico.

Nesta fase aproveita-se para simplificar a notagdo utilizada, tirando partido do facto de se ter
adoptado uma lei de escoamento associada. Define-se entdo de forma indiscriminada através

de (¢, ), afungéo de cedéncia e a fungéo dos potenciais plasticos:

o, =Ff=g. (2.38)

Outra notacdo muito utilizada na literatura da especialidade diz respeito a representacdo do
vector das normais a superficie definida pelo valor nulo da funcdo dos potenciais plasticos

através de (n,) e do vector que retine as derivadas da funcdo de cedéncia em relacdo aos

parametros de endurecimento através de (h,):

_ 909
n, = B (2.39)
of
h, = 5 (2.40)

2.5 - INTEGRACAO DAS RELACOES CONSTITUTIVAS

As relacdes constitutivas na fase plastica definidas anteriormente encontram-se definidas em
termos das suas variagbes infinitesimais. Para efectuarmos uma andlise elastoplastica
incremental, necessitamos de as definir em termos de incrementos finitos. Para isso admite-se

gue o carregamento é aplicado e a plasticidade se desenvolve num intervalo de tempo ficticio

suficientemente pequeno |t ;, 1. 1|, denominado /ntervalo de tempo convencional de
plasticidade [10].

Em cada intervalo, o incremento das deformacdes plasticas é definido por:

T .
Ae, = fT e, dr,. (2.41)

%]

Salienta-se desde ja que, tendo em conta as hipéteses adoptadas no inicio do capitulo,

nenhuma das relacdes definidas até agora € dependente do tempo. Assim sendo, o termo

(¢, ) esta na realidade associado as suas variagdes no incremento de carga (de, =¢,dr, ) €

ndo a uma variagdo no tempo propriamente dita.
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Introduzindo a lei de escoamento (2.28), a qual estabelece a forma como se processam as

variacdes infinitesimais das deformacdes plasticas, obtém-se:

Ay = f;*j"'“ n, &, dr, . (2.42)
O modo como se efectua a integracdo indicada em (2.42) é de extrema importancia, tendo
influéncia ndo s6 nos resultados obtidos, como na propria estruturagdo do modelo
elastoplastico. Nos trabalhos de Crisfeld [18] e Zienkiewicz et al. [67] encontra-se debatido com
maior profundidade este assunto. No entanto, com o intuito de justificar o procedimento
adoptado, compara-se 0 método escolhido com outros procedimentos, referindo as suas
principais vantagens e desvantagens.

Primeiro que tudo, € necessario estabelecer que, ndo sendo possivel avaliar (2.42) de forma
exacta, na andlise incremental se substituem as grandezas que variam de forma continua por
variacOes definidas com base em combinacdes (em geral lineares) dos seus valores discretos.
Este procedimento pode ser visto como uma aplicacdo do feorema do valor médio para
integrais definidos [57].

T, — —
Ag, = f«; “Men, dt, =n..Ae,, com neeln, N, . (2.43)

|

O problema reside em néo ser facil saber qual o valor de (ﬁ* ) que verifica a igualdade anterior.

Podemos no entanto aproximar o valor de (2.42), recorrendo aos valores conhecidos de (n* )

que neste caso séo 0s associados ao inicio e ao final do passo de carga.

Figura 2-11: Integracdo das relagdes constitutivas com base em valores no inicio e no final do
passo de carga.

Irdo aparecer necessariamente erros nas solucfes obtidas, que se acumulam ao longo do

processo de carregamento. Estes erros sdo inversamente proporcionais ao tamanho do
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incremento de carga, pois com a diminuicdo do passo de carga, tendera a melhorar-se a
aproximacao da funcao integranda. Esta € uma das principais razdes pela qual é conveniente

discretizar o carregamento no maior numero de intervalos possivel.

Para ilustrar este conceito, considere-se uma por¢ado infinitesimal de um material com
comportamento elastoplastico perfeito sujeito a um incremento de carga, levando o estado de
tensdo a deslocar-se desde um ponto inicial A, até ao ponto B, Figura 2-11. A correcta evolugéo
dos campos de tensado e das deformacdes plasticas depende dos estados intermédios a que o
material se encontra sujeito (percurso de A para B), e s6 por acaso poderia ser correctamente

obtido apenas com base nos valores iniciais e finais do incremento de carga.

Varias estratégias podem ser utilizadas para o calculo de (2.42), podendo ser classificados em
meétodos explicitos e implicitos [67].

Os métodos explicitos utilizam as grandezas conhecidas no inicio de cada incremento de carga,
sendo os mais utilizados o método forward-Euler e 0 método da sub-incrementagao.

O método forward-Euler consiste na correccdo dos pontos colocados fora da superficie de
cedéncia num incremento elastico (troco XAB), através de alteracdes aos campos de tensdes
(troco E) e da introducdo de deformacdes plasticas proporcionais a normal da superficie de
cedéncia no inicio do incremento (n, ;) (Figura 2-12a).

Este método tem duas importantes desvantagens: a primeira consiste em ter de identificar o
ponto onde o caminho de carga intersecta a superficie de cedéncia (ponto A), uma vez que a

correccdo ndo devera incidir sobre o trogo elastico do carregamento (troco XA). Para uma
condi¢éo de cedéncia geral, este céalculo pode néo ser facil. A outra desvantagem consiste no
facto de, regra geral, o estado de tensdo que se obtém no final do incremento de carga, nao
respeitar novamente a condig&do de cedéncia (ponto C).

Figura 2-12: Métodos de integracdo das relacdes constitutivas (adaptado de [18]).
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O método da sub-incrementacdo esquematizado na Figura 2-12b, consiste em subdividir o
incremento de carga em varios trocos (A, B, C...), nos quais os erros associados a utilizacdo da
normal inicial, s@o controlados e suficientemente pequenos. Este método tem como principal
vantagem a sua simplicidade, pois permite dispensar a fase de correc¢do dos pontos fora da
superficie de cedéncia. No entanto, a maior necessidade de calculo, a acumulacdo de erros e a

possibilidade de haver violacdo da condi¢do de cedéncia, faz com que ndo seja muito utilizado.

Em ambos os métodos € possivel ajustar a solucdo no final do incremento, para que a condicdo
de cedéncia seja respeitada. No entanto, estdo em geral associados a um posterior

escalamento do campo de tensdes, conduzindo a introducdo de deformacgbes plasticas

artificiais, o que leva a que muitos autores ndo recomendem estes procedimentos [16].

Os métodos implicitos utilizam grandezas que sao apenas determinadas durante ou apdés o
incremento de carga. Assim sendo, os dados base que permitem definir e iniciar o incremento
de carga, sdo produto do préprio incremento de carga, levando a que estes métodos

necessitem estar associados a algoritmos iterativos, tipo Newrton-Raphson.

O método implicito mais utilizado € o método implicito de Euler, na designacdo anglo-saxénica
"backward-Euler” [18] (Figura 2-12c). Consiste em corrigir, apés cada incremento de carga
(troco m), 0s pontos situados fora da superficie de cedéncia, através de alteracbes aos
campos de tensfes (troco ﬁ:) e da introducado de deformacbes plasticas proporcionais a

normal da superficie de cedéncia no final do incremento (n*,jﬂ). Gera-se entdo um processo

iterativo que termina quando a correcc¢éao final conduz a um estado de tensdo que satisfaca a

condicdo de cedéncia, ou quando a diferenca seja tdo pequena quanto se queira.

A principal vantagem deste método consiste em ser possivel obter solu¢des que respeitam a
condicdo de cedéncia. No entanto, é necessario recorrer a métodos iterativos, o que constitui a

sua maior desvantagem.

Podem ser também utilizadas combina¢fes dos métodos anteriores, definidas por exemplo

como uma ponderacdo dos valores nas extremidades do passo de carga:

Aey, =[(1-0)n,;+6n,;,]Ae,, com 06€[01], (2.44)

Estes formatos correspondem as denominadas /eis trapezoidais, e no caso particular de

[e = %] recupera-se a /el do valor médio [18].

Alguns autores afirmam que o método implicito de Euler é o método mais estavel e o que
produz melhores resultados para passos de carga grandes [18]. Neste trabalho optou-se por

utilizar este método.
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Aplicando o método implicito de Euler para efectuar a integragéo (2.42), obtém-se:

Agy =N, Ag,, (2.45)
ficando as deformages plasticas no final do passo de carga, definidas por:

Epj+1 = Epj T Agp =& + N, 1 Ac,. (2.46)

A condicdo de escoamento plastico (2.47), de cedéncia (2.48), de consisténcia (2.49) e de

complementaridade (2.50) e (2.51) escritas na forma incremental, sédo definidas por:

Ae, >0, (2.47)

o, +A¢, <0, (2.48)

A(i)* = ni’j+1 Ac — h*,j+1 AS* ) (249)
o, Ag, =0, (2.50)

AP, Ae, =0. (2.51)



Capitulo 3
Modelo de Elementos Finitos

3.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo tem como objectivo introduzir o modelo de elementos finitos utilizado para a

resolugcéo do problema genérico formulado no capitulo anterior.

Numa fase inicial, apresentam-se de forma genérica as principais formulacbes de elementos
finitos existentes, comegando pelas formulag¢des classicas, passando depois para os modelos
alternativos, entre os quais se encontra o modelo adoptado neste trabalho. Numa segunda fase
apresenta-se 0 modelo de elementos finitos A/brido-misto de tensdo (HMT), aplicado a analises

elastoplasticas [9, 10].

A utilizacdo do modelo HMT permite obter solugbes onde as deficiéncias no equilibrio, tipicas
dos modelos tradicionais, s&o menores ou mesmo inexistentes. Assim sendo, é legitimo
alimentar uma maior expectativa na qualidade da solucéo final, especialmente quando se trata
de andlises fisicamente ndo lineares, que evoluem de acordo com informacao fornecida pelo

campo estatico.

O modelo implementado € caracterizado por impor ponderadamente, pelo método dos residuos
pesados, todas as relagfes fundamentais do problema, sendo aproximadas directamente e de
forma independente o campo de tensdes e deslocamentos no dominio, bem como o campo de
deslocamentos na fronteira estéatica. A possibilidade de se utilizar qualquer conjunto completo

27
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de funcbes de aproximacéo, leva a que frequentemente sejam utilizadas funcfes ortogonais,
permitindo desta forma contrabalancar com esparsidade, as elevadas dimensdes do sistema

governativo HMT.

O modelo de elementos finitos para a analise elastoplastica é formulado a partir das relagdes
fundamentais apresentadas no capitulo anterior. E caracterizado por definir cinematicamente a
plasticidade, utilizar uma lei de escoamento associada e efectuar a integracdo das relacdes
constitutivas pelo método implicito de Euler. O modelo de elementos finitos é definido na forma
incremental, permitindo acompanhar o aparecimento dos fenomenos plasticos e minimizar os

erros provenientes da integracéo das rela¢des constitutivas.

A utilizacdo do método implicito de Euler tem como consequéncia a necessidade de incorporar
um algoritmo iterativo, pois necessita de informac&do do campo de tensdes no final de cada
passo de carga. Neste trabalho utilizou-se 0 método de Newton-Raphson para a resolucéo

deste problema.

3.2 - FORMULACOES DE ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos tem conhecido um grande desenvolvimento nas ultimas
décadas, essencialmente devido ao avanco e a generalizagdo dos meios informéticos utilizados
na resolucéo de problemas de engenharia estrutural, permitindo conferir o suporte necessario a

implementacdo numérica do método.

O modelo de deslocamentos, ou de compatibilidade, € o mais utilizado e com maior tradi¢do
nos diversos campos da engenharia, razdo pela qual é muitas vezes designado por modelo
tradicional. Esta formulagcdo tem como principais vantagens a sua simplicidade e o significado
fisico preciso das grandezas intervenientes, visto utilizar o conceito de /nterpolagdo nodal. As
suas maiores desvantagens sdo a menor qualidade do campo estético, devido a ser obtido de
forma indirecta do campo cinematico, ndo verificando o equilibrio quer no dominio, quer nas
fronteiras dos elementos. Obtém-se desta forma solucdes que podem nao se encontrar do lado
da seguranca. A qualidade da solucdo é também muitas vezes fortemente condicionada pela
malha utilizada para discretizar a estrutura, bem como na sua relacdo com o carregamento
aplicado (dependéncia malha-carregamento), levando a que a geracdo de malhas seja muitas
vezes uma tarefa complexa e criteriosa, justificando inUmeros trabalhos de investigacdo neste
dominio. Neste modelo, a qualidade da solucdo é quase sempre aumentada recorrendo a
refinamentos da malha (refinamento /). Estes modelos apresentam ainda problemas de
sensibilidade & distor¢do da malha, bem como os fendmenos de shear locking e boundary

/ayer na andlise de problemas de laje, que condicionam a qualidade da solugé&o obtida.
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As limitacbes da formulacdo tradicional, levaram ao desenvolvimento de formulacfes
alternativas mais exigentes, potentes e complexas. E o caso dos modelos hibridos, hibridos-
Trefftz, mistos e hibridos-mistos, a que neste trabalho designaremos genericamente por

formulagées ndo convencionais [20].

Salienta-se desde ja, o trabalho efectuado no desenvolvimento dos modelos hibridos,
inicialmente por Pian et al. [47], e mais recentemente no grupo de Analise de Estruturas do
ICIST, nomeadamente por Freitas et al [21, 23], Pereira [39], Castro [10], cujo trabalho

forneceu muitas das bases necessarias ao desenvolvimento desta dissertacdo de mestrado.

A nomenclatura utilizada nestes modelos foi introduzida inicialmente por Pian [46]. Designa por
modelos mistos, aqueles onde sejam aproximados de forma simultanea e independente, os
campos estatico e cinematico no dominio dos elementos. Nos modelos hibridos sdo definidas
aproximacoes diferentes para os campos no dominio e na fronteira do elemento. Estes modelos
podem ainda ser divididos em modelos de tensdo e em modelos de deslocamento, conforme se
aproxime o campo de deslocamentos na fronteira estatica ou o campo de tensdes na fronteira

cinemética, respectivamente.

Estas formulacdes sdo deduzidas a partir dos principios fundamentais da mecénica, ndo sendo
utilizado nenhum conceito de caracter energético. No entanto, a definicdo das variaveis

discretas permite assegurar a consisténcia energética no modelo de elementos finitos.

Ao contrario dos modelos tradicionais, em que as grandezas intervenientes tém um significado
fisico directo de deslocamentos e de forgcas nodais, nestes modelos abandona-se o conceito de
interpolacé@o nodal, pelo que os nds servem apenas para definir a geometria da estrutura. Estes
modelos sdo caracterizados pela perda do significado fisico de todas grandezas intervenientes,
representando apenas o peso a dar a cada funcéo de aproximacao. Assim sendo, hos modelos
ndo convencionais utilizam-se frequentemente fungbes de aproximacdo hierarquicas,
facilitando os refinamentos do grau da aproximacgdo (refinamento-p) e a incorporacdo de
processos p-adaptativos [6, 39].

As formulac¢des aqui discutidas diferem essencialmente em dois aspectos: em primeiro lugar
nos campos que sdo directamente aproximados e nas restricbes impostas as funcdes de
aproximacao; o segundo aspecto diz respeito a forma como sdo verificadas as relacbes
fundamentais, homeadamente se sdo impostas de forma ponderada ou se sdo verificadas
localmente. Em seguida procurar-se-4 apresentar de forma sucinta estas caracteristicas em

cada um dos modelos:

O modelo de deslocamento [5, 7, 15, 61, 66, 67] ou de compatibilidade, € o modelo mais

utilizado e com maior tradicdo nos diversos campos da engenharia. Neste modelo séo
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aproximados os campos de deslocamentos no dominio do elemento, utilizando fungdes que
satisfacam localmente as condicBes de compatibilidade (2.17) e (2.18), e sado impostas na
forma dos residuos pesados as condi¢bes de equilibrio (2.7) e a condicdo de fronteira estatica
(2.8), que aparece quando se efectua a integracdo por partes da condicdo de equilibrio no
dominio.

No modelo de tenséo [39], ou de equilibrio, é aproximado directamente o campo de tensdes,
utilizando-se funcdes de aproximacédo que respeitem as condi¢des de equilibrio (2.7) e (2.8). As

condi¢des de compatibilidade sdo impostas na forma dos residuos pesados.

Os modelos hibridos-Trefftz [21, 22, 23] introduzidos inicialmente por Trefftz em 1926 [27],
utilizam fungbBes de aproximacdo que satisfazem a partida as condi¢cdes fundamentais do
problema no dominio, as relagbes de equilibrio (2.7), de compatibilidade (2.17) e as relagbes
constitutivas (2.21-2.22). Existem dois modelos: no modelo de tensdo aproxima-se o campo de
tensdes, utilizando func¢des que satisfacam o sistema de equacdes de Beltrami [23], enquanto
gue no modelo de deslocamento se aproxima o campo de deslocamentos, utilizando funcbes
gue satisfacam o sistema de equacdes diferenciais de Navier [21]. Na definicdo dos diferentes
operadores estruturais, estes modelos permitem efectuar as integracdes apenas nas fronteiras
dos elementos, recuperando uma das caracteristicas do método dos elementos de fronteira. No
entanto, apresentam um grau de dificuldade acrescida na definicdo das funcdes de

aproximacao, devido as restricbes impostas a partida [10].

Os modelos hibridos (2, 44, 50] sao caracterizados por se aproximar em simultdneo um dos
campos no dominio dos elementos e um outro na fronteira. Existem igualmente dois tipos de
modelos. No modelo hibrido de tensdo, aproximam-se os campos de tensdes no dominio,
utilizando funcbes que satisfacam as condicbes de equilibrio (2.7), e os campos de
deslocamentos ao longo da fronteira estatica. Neste tipo de elemento, as fronteiras inter-
elementares sdo consideradas como estaticas e as condi¢cdes de equilibrio na fronteira séo
impostas ponderadamente, utilizando as funcdes envolvidas na aproximagdo do campo de
deslocamentos na fronteira. No estabelecimento do modelo discreto, as equacgbes de
compatibilidade no dominio sdo integradas por partes. No modelo hibrido de deslocamento,
aproximam-se os campos de deslocamentos no dominio, utilizando fun¢cdes que satisfacam a
condicdo de compatibilidade (2.17), e os campos de tensdes aplicadas ao longo da fronteira
cinematica, que se considera neste caso englobar também as fronteiras inter-elementares. As
condi¢cbes de compatibilidade na fronteira sdo impostas na forma de residuos pesados,
utilizando-se para a ponderacédo as func¢des envolvidas na aproximacdo do campo de tensdes
aplicadas ao longo da fronteira cinematica. Neste modelo, é integrada por partes a equacao de

equilibrio no dominio do elemento.
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Nos modelos mistos aproximam-se simultaneamente os campos de tensfes e deslocamentos
no dominio dos elementos. Nos modelos de tensao séo utilizadas fun¢cdes de aproximacao que
verifiquem as condi¢cdes de equilibrio na fronteira (2.8), com as fungbes envolvidas na
aproximacao do campo de deslocamentos, a serem utilizadas para impor ponderadamente as
condi¢des de equilibrio no dominio. Nos modelos de compatibilidade utilizam-se funcdes que
verifiquem a condi¢cdo de compatibilidade na fronteira cinematica (2.18), e as condi¢bes de
compatibilidade no dominio sdo impostas ponderadamente, utilizando-se para tal efeito as
fungbes envolvidas na aproximagdo do campo de tens6es no dominio. No entanto, estes
modelos ndo sdo muito utilizados, pois usualmente é mais vantajoso utilizar funcBes de
aproximacao que verifiqguem as rela¢des fundamentais no dominio, em detrimento das func¢des

gue as verifiguem nas fronteiras (modelos hibridos).

Nos modelos hibridos-mistos [9, 10, 39, 41] sdo aproximados de forma independente, o campo
estético e cinematico no interior do elemento, e ainda um outro campo ao longo da fronteira.
Existem novamente dois tipos de modelos. Nos modelos de tensdo (deslocamento) €
aproximado também o campo de deslocamentos (tensdes) na fronteira estética (cinematica),
englobando em cada um dos casos também as fronteiras inter-elementares. Estes modelos
permitem uma grande liberdade na escolha das funcdes de aproximagdo, pois ndo tém que
verificar nenhuma condi¢cédo a partida, utilizando-se usualmente func¢des ortogonais, como por
exemplo polinémios de Legendre [40, 42], funcdes trigonométricas [39], wavelets [6, 10] e
fungbes de Walsh [9, 10].

Comparativamente com o modelo tradicional, o modelo HMT permite obter melhores
aproximacdes para o campo de tensdes, pois € directamente aproximado e toda a sua
formulacado privilegia o campo estatico, reflectindo-se nas relagdes que séo integradas por

partes e no tratamento que é dado as condicdes de equilibrio.

Conforme j& foi referido, no caso de analises fisicamente nao lineares, a qualidade do campo
estatico tem importancia redobrada, pois todo o processo de calculo evolui de acordo com a
informacé&o obtida do campo tens@es, que caso ndo satisfagca as condi¢des de equilibrio, pode

conduzir a parametros de colapso sobreavaliados.

No entanto, estes modelos sdo mais pesados e complexos, ndo sendo portanto tdo intuitivos
como 0s modelos tradicionais. Geralmente, dao origem a sistemas governativos de grandes
dimensdes, no entanto, esta desvantagem pode ser contrariada utilizando func¢des ortogonais

(sistemas governativos esparsos) e utilizando técnicas de processamento em paralelo [14].

Regista-se também a possibilidade de existéncia de modos espurios cinematicos [43]. No
entanto, a utilizacdo de algumas regras na constru¢cdo da aproximacao, permite reduzir ou

mesmo controlar este problema.
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Em resumo, é possivel elaborar um quadro onde se retinem as principais caracteristicas dos

modelos apresentados (Quadro 3-1).

MODELO

C. TENSOES| C. DESLOC.

v Ty v T,

R. EQ.
vV T,

DESLOCAMENTO
HIBRIDO DE DESLOCAMENTO

MISTO DE DESLOCAMENTO

HIBRIDO-TREFFTZ DE DESLOCAMENTO

HIBRIDO-MISTO DE DESLOCAMENTO

HIBRIDO-MISTO DE TENSAO
MISTO DE TENSAO
HIBRIDO-TREFFTZ DE TENSAO
HIBRIDO DE TENSAO

TENSAO

R. COMP.
(VAR of

R.CONS.

INTEGRA-SE
POR PARTES

EQUILIBRIO
EQUILIBRIO
EQUILIBRIO
EQUILIBRIO
EQUILIBRIO

LEGENDA:
GRANDEZAS APROXIMADAS

RELAGCOES IMPOSTAS DE FORMA PONDERADA

RELAGOES VERIFICADAS LOCALMENTE

COMPATIBILIDADE
COMPATIBILIDADE
COMPATIBILIDADE
COMPATIBILIDADE
COMPATIBILIDADE

Quadro 3-1: Resumo das caracteristicas dos modelos de elementos finitos.

3.3- DEFINICAO DA APROXIMACAO

No modelo hibrido-misto de tensao,

sdo aproximados simultaneamente e de forma

independente os campos de tensdes (3.1) e de deslocamentos (3.2) no dominio de cada

elemento. Sao também aproximados os campos de incrementos dos parametros plasticos (3.3)

no dominio e o campo de deslocamentos na fronteira estatica (3.4).

G:SVX+Gp emV,

l"v:Uv qv+up emV,

Ae, =P, Ae, emV,

u=U,q, eml.

(3.1)
(3.2)
(3.3)
(3.4)

As matrizes {SV,UV,P*,UY} reinem as funcBes de aproximacdo associadas as variaveis

generalizadas {X,qy,Ae,,q, }.

Os vectores (o, ) e (u,) definem solugbes particulares para os campos de tensdes e de

deslocamentos no dominio [10].

As grandezas duais associadas as variaveis discretas introduzidas, sao definidas por forma a

serem energeticamente consistentes com as variaveis continuas que aproximam [10]:
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el X:fst (6 —o,)dV, (3.5)
dy Qu=[b'(u—up)av, (3.6)
Ael AD, = f Acl A, dV (3.7)

ay Q= [u't,dr,. (3.8)

Introduzindo-se as aproximacdes (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4), obtém-se as seguintes definicbes

para as deformagdes generalizadas (e), forcas de massa generalizadas (Q, ), incrementos

dos potenciais plasticos generalizados (A®, ) , e for¢as na fronteira generalizadas (QY ) :

e :fs‘vsdv, (3.9)
Qy =fU‘vde. (3.10)
AD, = f P! A, AV, (3.11)
Q, = [Uit,dr,. (3.12)

3.4 - RELACOES DE EQUILIBRIO

A condicdo de equilibrio no dominio (2.7) € imposta na forma dos residuos pesados, utilizando-
se as funcdes de aproximacdo do campo de deslocamentos no dominio, para efectuar a

ponderacao [10]:
fo,(Dcr—I—b) dv =0. (3.13)

Introduzindo a aproximacao (3.1), obtém-se:
futVDsVde+futchpdvz —futvbdv, (3.14)

que pode ser escrita na forma:

AE/ X=-Q, — Qp ) (3.15)
onde:
A, :f(st)t U, dv, (3.16)
Q, = futv bdV,

Q, = fu‘chp dv . (3.17)
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A condicdo de equilibrio na fronteira estatica (2.8) é imposta ponderadamente, utilizando-se as
funcdes de aproximacdo do campo de deslocamentos na fronteira, para efectuar a ponderacéo
[10]:

fUty(Nc—ty)dFG =0. (3.18)
Introduzindo a aproximacéo (3.1), obtém-se:
JuiNs, xdr, + [UiNo, dr, = [Ubt, dr, (3.19)

gue pode ser escrita na forma:

ALX =4Q, —Q,, (3.20)
onde:
A, = f(Ns.v)t u, dr,, (3.21)
Q, = [Ut, dr,, (3.22)
Qp = [UiNoy, dr, . (3.23)

A expresséo (3.20) corresponde a imposi¢éo ponderada da condicao de fronteira estatica. Pode
ser encarada também como resultando do equilibrio ponderado entre elementos adjacentes,
definindo-se neste contexto a fronteira estatica como abrangendo também as fronteiras inter-

elementares.

As relagdes de equilibrio (3.15) e (3.20) podem ser agrupadas em:

—Af,
t
Av

Qv +Qp

X =
Qv _va

. (3.24)

3.5 - RELACOES DE COMPATIBILIDADE

A condicao de compatibilidade no dominio (2.17), é imposta na forma dos residuos pesados,

utilizando-se na ponderacéo, as fun¢des de aproximacgao do campo de tensdes no dominio [10]:
fstv(a—D* udv=0. (3.25)

Introduzindo a defini¢cdo (3.9), integrando por partes, e aplicando o teorema da divergéncia de

forma a mobilizar os termos de fronteira, obtém-se:

e= [SiD'udv=—[(S,)udv+ [(NS,)udr. (3.26)
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Separando as fronteiras cinematicas das estaticas e introduzindo a condicdo de

compatibilidade na fronteira cinematica (2.18) resulta:
e=—[(Ds,)'udv + [(NS,)udr, + [(NS,)'u, dr,. (3.27)
Introduzindo as aproximacoes (3.2) e (3.4), obtém-se a equacéo:
e=-[©@S,)U,q, dV - [(OS,)u, dV + [(NS,)'U,q, dT, + [(NS,)'u, T, (3.28)

que pode ser escrita na forma:

e=-A,q, +A,0, +€, —€y, (3.29)

onde:
e, = f (NS,)'u, dT' (3.30)
e = [(DS,)'u, V. (3.31)

A condigéo de fronteira cinemética (2.18) é imposta localmente, quando introduzida em (3.27).
A continuidade dos deslocamentos numa fronteira comum a dois elementos € igualmente
imposta localmente, quando se garante que estes partilham a aproximacado para o campo de

deslocamentos definida ao longo da fronteira comum [10].

3.6 - RELACOES CONSTITUTIVAS

Conforme foi visto anteriormente, no dominio elastoplastico o campo de deformaces totais
recebe a contribuicdo de uma parcela elastica reversivel e de uma parcela plastica irreversivel

(2.20). O mesmo sucede com as variaveis discretas do modelo de elementos finitos:
€ =€ t+¢€p, (3.32)

Através do mesmo critério energético utilizado em (3.5), obtém-se a definicdo de cada uma das
parcelas de deformacéo [10]:
e = f Sle, dv, (3.33)
ep = f Ste, dV . (3.34)
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3.6.1 - FASE ELASTICA

As relacdes constitutivas na fase elastica (2.21) sado impostas na forma dos residuos pesados,
utilizando-se para efectuar a ponderagéo as fungdes de aproximagao do campo de esforgos no
dominio [10]:

fstv(se —fo—g)dV=0. (3.35)
Introduzindo a aproximacéo (3.1) e a definicdo (3.33):
eezfstvaVde+fstvfcp o|v+fsfve6 dv, (3.36)

gue pode ser escrita na forma:

e =F X +ep + €y, (3.37)
onde:
F= fstv fs, dv, (3.38)
epe = [Sifop, dv, (3.39)
ey = f Slgy dV. (3.40)

3.6.2 - FASE PLASTICA

A lei de escoamento (2.45) € imposta ponderadamente, utilizando as fun¢gbes de aproximagéo

do campo de esfor¢cos no dominio [10]:
[\ (Agy —n.ja4e,)dv =0. (3.41)
Introduzindo a aproximacao (3.3), obtém-se a igualdade:
f SY Ag, dV — f Stn,; 4P, Ae, dV =0, (3.42)

gue pode ser escrita na forma:
Ae, =N, Ae,, (3.43)
onde:

N, = [Sin, 1P, dV. (3.44)

A condicao de escoamento plastico (2.47) define-se no modelo de elementos finitos, através da

substituicdo da variavel continua pela discreta correspondente [10]:

Ae, >0. (3.45)
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A condi¢do de cedéncia (2.48) é imposta na forma de residuos pesados, utilizando-se as
funcdes de aproximacao dos incrementos dos parametros plasticos para efectuar a ponderacao
[10]:

fP; (¢, +Ad, ) dV <O0. (3.46)

Tendo em conta a definicdo (3.11), obtemos:

O, + AD, <0. (3.47)

A condicdo de consisténcia (2.49) é imposta na forma de residuos pesados, utilizando as
fungbes de aproximacao dos incrementos dos parametros plasticos para efectuar a ponderacao
[10]:

f P!(Ad, —nj1Ac +h, i Ae, ) dV =0. (3.48)
Tendo em conta a definicdo dos potenciais plasticos generalizados (3.11), introduzindo a

aproximacao do incremento do campo de tensdes (3.1) e a aproximacdo dos incrementos dos

parametros plasticos (3.3), obtém-se:
AD, = f PN .1 S, AX dV — f P'h, ;1P Ae, dV, (3.49)
que pode ser escrito na forma:

A®, =N! AX —H, Ae,, (3.50)

onde:
H, — f P'h,; 4P, dV . (3.51)

As condi¢des de complementaridade (2.50) e (2.51), sdo impostas em média [10] através de:

fd)* Ae, dV =0, (3.52)
f Ad, Ae, dV =0. (3.53)

Introduzindo a aproximacao dos incrementos dos parametros plésticos (3.3) obtém-se:

f Ad, P, Ae, dV =0, (3.55)
que conduz a:
®! Ae, =0, (3.56)

AD! Ae, =0. (3.57)
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3.7 -SISTEMA GOVERNATIVO

Estando definidas cada uma das relagBes fundamentais do modelo de elementos finitos,
interessa agora agrupa-las de forma a se obter o sistema governativo com uma organizacao
racional. Salienta-se o facto de o modelo elastico estar definido em termos de valores absolutos
das grandezas, enquanto que o modelo elastoplastico se define em termos dos incrementos

das variaveis.

O sistema governativo do modelo HMT, pode ser definido de uma forma condensada, tirando
partido do facto de ser possivel definir uma das grandezas estruturais em fungéo das restantes,
0 que permite obter um sistema com dimensfes mais reduzidas. Usualmente sdo as tensbes

generalizadas (X) que estdo ausentes, sendo obtidas de forma indirecta das restantes

grandezas [10, 62]. A condensacdo estdo geralmente associados o0s processos de espa-
Ihamento tradicionais do MEF, onde cada termo do sistema governativo resulta da soma de
vérias parcelas. A utilizacdo do sistema governativo condensado, ndo fez parte dos objectivos

deste trabalho, tendo sido utilizado o sistema governativo escrito no formato ndo condensado.

3.7.1- MODELO ELASTICO

A condi¢do de compatibilidade no dominio (3.29) e as relagBes constitutivas (3.37), estédo
ambas escritas em termos das deformacdes generalizadas, podendo ser agrupadas numa
Unica equacao:

-A,q, +A,Q, +e, —ep =FX+e,+eg. (3.58)
Separando os termos independentes obtém-se:
FX+A o, —A, 0, =+€, — €5 —€pe — €. (3.59)

Juntando as condi¢des de equilibrio no dominio (3.15) e na fronteira (3.20), obtém-se o sistema

governativo global:

F A, A X €, —€p —€pe — €pp
Af/ 0 0 Qv | = _Qv - Qp (3-60)

_Atv 0 0 g, _QY+QYP

Salienta-se que devido a preservacdo da dualidade estatica-cinematica e da reciprocidade nas
relacdes constitutivas no modelo discreto, a matriz do sistema governativo elastico é simétrica
[10].


Luis
Highlight
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3.7.2- MODELO ELASTOPLASTICO

O modelo é definido no instante final de um passo de carga [r*,j,r*’jﬂ], a que designaremos de

forma simplificada por instante (j+1). Posteriormente, sera redefinido de forma a facilitar a

implementagéo da andlise incremental e iterativa.

O sistema governativo elastoplastico pode ser obtido do sistema elastico, adicionando as
condi¢des do modelo elastopléstico. A primeira diferenca em relacdo ao modelo elastico reside

no facto das deformagdes generalizadas totais (e, ) agora englobarem também uma parcela de

deformagdes plasticas (e, ).

Desta forma, no final do passo de carga a expresséo que engloba a imposicédo ponderada das
relagdes constitutivas, fica definida por:

e =F Xjj1 + €pejy1 + €oj11 + €pjst (3.61)
Estas relacbes podem-se juntar novamente com as relacdes de compatibilidade (3.29),

obtendo-se:

F Xj+l + AV qV,j+l - /A\y qY,j+1 == +ev,j+l - epp’j+1 - e9’j+1 - epe’j+1 - ep’j+1. (362)

As relacdes de equilibrio (3.24), sdo introduzidas no sistema através de:

AE/ Xj-&-l = _Qv,j+1 - Qp,j+1’ (363)
_A; Xi+1 = _Qy,jJrl - Qyp,j+1- (3.64)

E ainda necesséario que se verifique a condicdo de cedéncia (3.47), escrita no final do

incremento de carga.

Matematicamente, o sistema governativo no instante (j+1), fica traduzido pelo seguinte

conjunto de equacdes e inequacdes:

FooAr Ayl X | |8yt~ Cppjst — Cojt1 — Cpejra — Epjra
A, 0 0 ||ayul|= —Qujr1 = Qpjia
~A; 0 0 |Gy ~Qyjs1+ Qi : (3.65)

1= [Pl dV <0
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3.8 - ANALISE INCREMENTAL

Conforme foi referido, pretende-se efectuar uma analise onde o carregamento é aplicado em
sucessivos patamares de carga. Salienta-se que por carregamento se entende nao sé as

tensbes ou cargas impostas a estrutura, mas também os deslocamentos ou deformacoes.

A analise incremental e iterativa € necessaria para acompanhar o aparecimento dos fenébmenos
plasticos e devido a utilizacdo do método implicito de Euler na integragdo das relagbes

constitutivas. Neste método é adoptado um valor fixo da normal a superficie de cedéncia

durante todo o patamar de carregamento (n*,j+l>1 levando a que seja necessério definir o

carregamento a aplicar em incrementos suficientemente pequenos para que a qualidade da

solucdo nédo seja afectada. Este assunto foi tratado com maior pormenor em §2.5.

O sistema definido em (3.65) para o instante (j+ 1), pode ser escrito em fungéo de cada uma
das grandezas definidas no instante inicial do passo de carga (j), acrescidas de um incremento

associado a nova etapa de carregamento.

As deformag0es plasticas generalizadas na forma incremental, séo definidas por:

€pj+1 = €pj t+ A€y (3.66)

P.j+
Introduzindo a lei de escoamento (3.43), obtém-se:

€pj1 = €p; + N, Ae,. (3.67)
A imposicao ponderada das relagbes de constitutivas no final do passo de carga, fica entdo

definida por:

e = F Xj+l + epeyj+1 + e91j+1 + epyj + N, Ae,. (368)

Estas relagbes podem combinar-se novamente com as relagdes de compatibilidade (3.29),

obtendo-se:

FXpa+ Ay — A 01 tNAe, =+€, 11 —€ppjis — €11 — €pejia —€pj-  (3.69)

A condicéo de cedéncia fica definida por:

@, ;+AD, <0, (3.70)

O processo de carregamento deve ser tal que se verifiquem também as condicfes de
complementaridade (3.56) e (3.57) e a condicdo de escoamento plastico (3.45), definidas

respectivamente por:
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(@, +AD,) Ae, =0
| . e, >0. (3.72)

AD! Ae, =0

O sistema governativo elastoplastico na forma incremental fica entdo definido pelo seguinte
conjunto de equacdes e inequacdes:

Xj+AX
F AV _AY % Qi +Aq ey,j —|—Aey —epp’j —Aepp —eeyj —Aee —epe,j —Aepe —ep‘j

v, \

Af/ 0 0 0 q J—l—Aq = _Qv,j —AQ, _Qp,j _AQp

t |
~A, 0 0 0" Ae ! —Qyj —AQy +Qypj +AQy , (3.72)
(®,;+AD, ) Ae, =0
O, ;+AD, <0; ’ ;o Ae, >0

AD! Ae, =0

3.8.1 - PROCESSO ITERATIVO - METODO DE NEWTON-RAPHSON

Conforme ja foi referido, na integracdo das relagBes constitutivas € necessario incorporar um
método iterativo. Neste trabalho implementou-se um dos algoritmos iterativos mais utilizados, o
método de Newton-Raphson (Figura 3-1 a).

Outros métodos poderiam ser utilizados, entre os quais salienta-se 0 método das perturbagdes
[6, 10, 33], (Figura 3-1 b). Este método consiste em aproximar as relacées nao lineares que
regem o modelo, através da sua decomposicao em série de Taylor. Usualmente, considera-se a
série truncada aos trés primeiros termos. Refira-se que o método de Newton-Raphson, também
pode ser interpretado como uma aproximacao por série de Taylor, mas neste caso truncada a
primeira derivada.

foo f(x)

X Xl Xi+1 )?
b)

Figura 3-1: Representacdo esquematica do método de Newton-Raphson e do método das
Perturbacoes.
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As principais vantagens do método das perturbagfes residem na sua clareza e na facilidade de
implementacdo no modelo HMT. Por outro lado, como o passo de carga é condicionado, quer
pelo erro associado a aproximacao (visto ndo serem efectuadas iteracfes), quer pela condi¢éo
de activacé@o de apenas um modo de cedéncia, muitas vezes a andlise elastoplastica requer um
grande numero de incrementos de carga, tornando-se muito pesada quer do ponto de vista da
guantidade de calculos a efectuar, quer do ponto de vista da quantidade de informacdo a
armazenar. Assim sendo, a utilizacdo do método de Newton-Raphson surge com naturalidade,
pois podera permitir uma maior rapidez de calculo, embora seja necessario implementar um

processo iterativo para cada um dos passos de carga.

No método de Newton-Raphson, a estimativa do valor de uma variavel (Xx) que satisfaca

determinada equacéo f(x) =0, pode ser obtida em cada iteragédo (i) através de:

N

(3.73)

Para a andlise elastoplastica efectuada, aplicou-se este conceito muito simples generalizado a
um sistema de equacgdes de varias varidveis. Para evitar inverter a matriz que reune as

primeiras derivadas, € conveniente escrever o sistema de equacdes da seguinte forma:
() [{a-x } = —{i(x )}, @74

O algoritmo do método de Newton-Raphson resume-se a efectuar recursivamente estimativas
lineares definidas recorrendo as primeiras derivadas das relacbes fundamentais do modelo, de
forma a eliminar os erros (restos ou residuos) inerentes ao facto das estimativas serem lineares
e obter desta forma a solugéo para o incremento de carga.

Conforme ja foi referido, os restos indicam a diferenga entre a solu¢éo obtida no final de cada
iteracdo, e aquela que respeita as condi¢des fundamentais do problema. O seu célculo consiste
na utilizagédo das equacgdes do sistema governativo presentes em (3.72), definidas na forma da

procura de raizes. Desta forma, no final da iteragdo (i) os restos sédo calculados através de:

NiK Ni‘ Ni‘
Ri=F| X+ _AX | +A, [ay;+Y_Ady [-A, [ a,;+> _Ad, [+N. A€l +ep—, i +€pp i+ TCpejin
i i i

Ni[
R, =A, X1+2AXI +Quj1 T Qpji
i

. (3.75)

N\‘
R, =—A! xj+ZAX' +Q, 11— Qupjna
i

Ri4 :q)ijJrl
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Conforme foi referido, a verificagdo da condi¢cdo de escoamento plastico € garantida a partida e
as condicBes de complementaridade referem-se apenas a forma como o modelo elastoplastico
deve evoluir, pelo que ndo é necessaria a sua inclusédo tanto no célculo dos restos, como no
sistema de equag6es do método de Newton-Raphson.

O sistema de equacdes do método de Newton-Raphson é definido de forma a eliminar ou a
minimizar os restos. E escrito na forma apresentada em (3.74) para os incrementos das
variaveis do sistema governativo. E no entanto necessario incluir um conjunto de equacgdes que
permitam definir a evolucdo dos potenciais plasticos, e ndo apenas calcular os seus valores no
final de cada iteragdo, como na expressado (3.75). Para este efeito recorre-se a condicdo de
consisténcia (3.50), que é escrita apenas em fungcdo dos incrementos das variaveis. Desta

forma obtemos a seguinte definicdo alternativa para o calculo no final de cada iteragdo de
(Ro):

W =@, + A0, =@, ; + N AX;,; —H, Ae,. (3.76)
Introduzindo o conjunto de equacgfes anteriores na definicdo dos restos, obtém-se um sistema
de equacbes determinado e simétrico.

Recordando a nocgdo de diferencial de uma funcdo de varias variaveis indicada no anexo |,

define-se o sistema de equacdes a adoptar em cada iteragéo, por:

OR, OR} OR] OR|

oX 09, dq, O0JAe,

OR, OR, OR, OR, |[ AX R}

X 99 99 odAe, || Aad, Rb

_ . : . e 3.77)
OR; OR; OR; R, || Aq) R3 (
OX  9q, 0qg, OAe,|A(Ae,) R,

OR, OR, 0ORy, ORY

oX 0q, dq, OJAe,

Na obtengdo das derivadas indicadas nas equacdes anteriores, o célculo menos evidente

corresponde a derivagao do resto (R'l) em relacdo aos esforgos generalizados (X) [8].

Ry D oo 0
a_x_ax[F X]+8X[N*Ae*], (3.78)

ou seja:

OR; = ON, Ae,

X X (3.79)
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Desenvolvendo o segundo termo da equacdo anterior e omitindo por simplicidade todos os

indices, que indicariam tratar-se da iteragéo (i), obtém-se:

99,
8(N* Ae*) _ a(fSL n*’j-ﬂ—lp* Ae* dV) B 8(fss/ n*,j+1A8* dV) B 5[]55 8G(I:+1AS* dV]

oX) 5(X) TTUa T o) (50
Tendo em conta:
o) _ () as') _ a()
5(X] " a(a)o(x) 5(d] " &80
podemos escrever (3.80), na forma [8]:
O(N.Ael)
=M, (3.82)
a(X")
onde:
i _ t 82(1)*
M = f st g S, Ae, dV. (3.83)

As restantes derivadas séo de calculo imediato, pelo que a equacao (3.77) pode ser escrita na

forma:
FHML, A, —A, N | AX R}
AL, 0 0 0| aqg i
oo o ol o Rl (3.84)
o Aq, R3

(ND 0o 0 —H||A(ael)] (R,

Usualmente a matriz da equacao anterior € denominada por Hessiana (Hi ) A expressao
(3.84) representa o sistema de equacgdes, a aplicar em cada iteragdo (i), para um dado

incremento de carga (j+1).

3.8.2 - ORGANIZACAO DO SISTEMA GOVERNATIVO

Para ilustrar a organizacdo do sistema governativo, apresenta-se a sua estrutura base para o

caso da consola representada na Figura 3-2.

Os operadores e 0s vectores (F(i),AE,i),AQ’”,NQ*”’Xkaml'mZXR&”,R@,RQ),RQ"‘)) que aparecem

nos sistemas de equacdes (3.85) e (3.86), encontram-se associados aos (elementos, fronteiras,

modos de cedéncia activos) definidos respectivamente pelo indices (i,j,m).
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]

7]

O - Elementos

3 Q0 (4] (2) [ ] - Fronteira estatica

<> - Fronteira cinematica

il 2

Figura 3-2: Discretizacdo de uma estrutura tipo consola.

O sistema governativo apresentado em (3.85), representa a forma genérica do sistema de

equacdes a adoptar na resolucdo do problema em regime elastico (3.60):

F CAl AR Al ARO[ ax®
. £(2) i AVZ)E -A(yz'z) -A(y2’4) -A(yz 5) _A(y2,7) Ax(2)
I ao A R . T A 2 I e
AP | Aqy
AP i Aqy
AT T _|| A%
AL : ady? | _
AL22)] | A2
Al(14) AZ(2,4)1 | A (Y4)
¥ o ! a
N | Ag®)
| |
1,6 ! ! 6
A | Act®)
| |

AR | Ach))

o ey el el

o ey — e’ el

QW — QY
ik S
_ QY + QY _ (3.85)
Q)+ Q)

4 4 4
QY Q) + QY
Q7+ Q)
Q%+ Q)
Q" +Qy

Na expressao (3.86), representa-se a forma genérica do sistema de equacdes do algoritmo de
Newton-Raphson, a adoptar na resolucdo do problema em regime elastoplastico (3.84). Admite-
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se que se encontram activos dois modos de plastificacdo, um pertencente ao elemento 1 e

outro ao elemento 2. Omite-se por simplicidade os indices que indicariam tratar-se da iteracao

(i)

FO4M® o Al Al AR AR N AxY
_ F(2)+Mi2)i sz)i —A<y2'2> _A(y2,4) —A<y2'5> _A(yz 7)i N22) || Ax(@)
A R P L | ag®
e | Agl?
SHIEN S
At(22) | | (2)
AL Q%M i i i izﬁ -
| | |
. Aym; | | Ag®)
_A;(l,ﬁ) ) i i i Aq(ye)
TS s IR R S I || _aq
N ' H a(ae)
SR . L e a(ael?)
RV
R!?
R
R.?)
R
R
|| (3.86)
R
R
R(7)
=
R(?

Salienta-se a definicdo elementar dos operadores (F) e (A, ), enquanto que (Ay) é definido

para cada deslocamento ndo impedido das fronteiras estaticas. E neste operador que se faz
sentir a ligacdo entre os elementos, através da partilha da aproximacdo para o campo de

deslocamentos ao longo da fronteira comum. E o caso da fronteira 4 (72 coluna da matriz do

sistema) onde se regista a participagdo dos dois elementos (A(**), A2}, Os operadores

(N,,H,) e o vector (Ae,), encontram-se definidos no dominio onde é efectuado o controlo de

cedéncia (84.4) e englobam apenas os modos de plastificacdo que se encontram activos.



Capitulo 4
Implementacao do Modelo

4.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo tem como objectivo apresentar os aspectos relacionados com a implementagao

do modelo de elementos finitos formulado no capitulo anterior.

Os conceitos e as expressdes sdo apresentados de uma forma genérica, deixando-se para os
anexos tudo aquilo que, quer pela sua especificidade em relagcdo a um qualquer tipo de
estrutura, quer pela sua dimensao ou caracter de pormenor, se considerou inadequado incluir
no corpo do texto deste capitulo. Quando necessario, desenvolveram-se as expressoes
particularizando-as para o problema de placas (EPT e EPD), devido a ser esta a formulacao
mais simples, permitindo ilustrar convenientemente os raciocinios e desenvolver as

expressoes. A generalizagao para outro tipo de estruturas é facilmente efectuada pelo leitor.

Conforme ja foi referido no capitulo de introdugdo, no ambito deste trabalho foram
desenvolvidos dois programas de calculo. O primeiro programa, designado por Laje-Pol,
efectua a andlise elastica de lajes espessas (formulacdo de Reissner-Mindlin), utilizando
polinbmios como fungdes de aproximacgao. A particularizacdo das expressdes desenvolvidas
neste capitulo para este programa, encontra-se no anexo G. O segundo programa, designado
por Placa-Leg, efectua a analise elastoplastica de placas, utilizando polindmios de Legendre
como fungdes de aproximacgdo. O controlo da cedéncia & efectuado por pontos de colocagéo

e/ou por células plasticas. Foram implementados os critérios de cedéncia de von Mises, de

47
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Drucker-Prager e de Mohr-Coulomb e é possivel considerar um patamar de endurecimento
isotrépico linear. A particularizagcdo das expressdes desenvolvidas neste capitulo para este

programa pode ser encontrada no anexo H.

Apresentam-se as expressdes utilizadas na definicdo das transformagbes de coordenadas, a
forma como foram definidas as aproximacdes, as técnicas utilizadas para o controlo da
cedéncia e a definicao dos critérios de cedéncia. Abordam-se também as expressoes utilizadas
no calculo dos operadores estruturais, na determinacdo dos campos de esforcos e
deslocamentos. Por ultimo, para dar uma visdo global sobre o funcionamento do modelo
apresentam-se, na forma de diagramas de fluxo, os algoritmos associados ao modelo

elastoplastico.

4.2 - TRANSFORMACOES DE COORDENADAS

Conforme ja foi referido, neste trabalho implementaram-se elementos com forma trapezoidal
definidos por 4 nos. Para permitir a sistematizacao do calculo dos operadores e tirar partido da
ortogonalidade das fungdes de aproximacao, efectuou-se uma transformacao de coordenadas

do referencial global (x,y), para um elemento mestre definido no referencial local (&n).

Foram implementados dois tipos de elementos mestres: no programa Placa-Leg utilizam-se

elementos definidos no intervalo ([—11]), enquanto que no programa Lagje-Pol, se utilizam

elementos definidos entre ([0,1]), (Figura 4-1).

) !
2 2
] 3] gty gy
n
{Iv} 9 {n} {Iv} Z {1
1
(1] 2] o
- 115 1 11¢s 2
X(X:) [ %DFD) {n (1) £ [ g%—n {3 (HE)]

Figura 4-1: Transformacao de coordenadas para um elemento genérico trapezoidal de 4 nés.

Para definir a geometria de cada elemento trapezoidal, utilizou-se um procedimento tipico dos
elementos isoparamétricos tradicionais [66]. Obtém-se entdao a equacao (4.1), definida com

base na utilizagado de fungbes de interpolagao do tipo bilinear (Figura 4-2).

Agrupando os termos presentes na equagao (4.1), € possivel obter a equacgédo (4.2), que

permite relacionar directamente as coordenadas globais com as locais. Para este tipo de
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elementos, o calculo do Jacobiano da transformacao pode ser igualmente sistematizado, de

acordo com a expressao (4.3):

1
sz\lhxg(]

Xk (&) = Xokx + oy M+ P& + 1« &n, parak ={1,2}, (4.2)
[JEM)|=Jdo +J: &+ Jym, (4.3)

w2 X+ sy X, parak = {12}, (4.1)

onde (xLi]) representa a coordenada do né (i) na direcgéo (k) e (XOk,ak,Bk,yk,JO,Jé,Jn) séo

parametros escalares definidos com base nas coordenadas dos noés [39].

Y Y2 V3 Y4

Figura 4-2: Funcdes de aproximagao da geometria do elemento.

Para efectuar o controlo de plasticidade, efectuou-se novamente uma transformagado de

coordenadas, em tudo semelhante a anterior, entre o referencial local (F,,n), onde sao
efectuados os célculos dos operadores estruturais, e um referencial (y,y) denominado neste

trabalho por referencial local de plasticidade, onde se efectua o controlo da cedéncia.

As expressOes necessarias a implementacao das transformacgdes de coordenadas, encontram-

se definidas com maior rigor no anexo C.

4.3 - DEFINICAO DA APROXIMACAO

As fungdes de aproximacao utilizadas sao do tipo polinomial. A constru¢do da aproximagao
pode ser obtida, no caso de grandezas unidimensionais, agrupando os polinomios por ordem
crescente de grau, conforme se indica em (4.4). No caso bidimensional, a construgdo é
resultante do produto tensorial de dois polindmios unidimensionais (4.5), podendo ser

agrupados com a sequéncia indicada em (4.6):

[Po(y) Pi(y) - Paly)], (4.4)
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Po(v1)][Po(v2) -+ Pu(v2)] [Po(v1)Po(v2) Po(v1)Pi(yv2) -+ Po(v1)Py(v2)
5 _ : : s . (45)
P, (1) P, (v1)Po(v2) Pu(v1)Pi(v2) - P, (v1)P,(v2)

[Po(v1)Po(v2) -+ Po(v1)Pulv2) - Pa(v1)Po(v2) -+ Pol(v1)Pu(v2)]- (4.6)

Quanto a organizacao das matrizes que reunem as fungdes de aproximacgao (SV,UV,UV),

optou-se por agrupar primeiro todas as funcbes associadas a cada grandeza aproximada. Estas
matrizes sao definidas com um numero de linhas igual ao nimero de grandezas aproximadas.

Desta forma, a matriz (4.7) representa, por exemplo, o caso da matriz (U, ) para as placas,

onde sdo duas as grandezas aproximadas (uy,u, ).

Po(Y1)Po(Y2) Pa(%)Pa(Yz)i 0 0 ) 4.7)
0 0 Po(v1)Po(v2) - Pa(v1)Pul(y2)

Outras formas de organizacao sao possiveis, influenciando no entanto a distribuicdo dos termos
no sistema governativo. Procurou-se garantir que a organizacdo das matrizes assegure uma
distribuicdo eficiente dos coeficientes nao-nulos, nomeadamente através da optimizacdo da
proximidade a diagonal principal, conduzindo a minimizacao das operacdes a efectuar quando

se utilizam técnicas apropriadas para a resolucao eficaz do sistema de equacdes.

Entre as outras possiveis formas de organizar estas matrizes [10, 39], salienta-se o caso onde
se agrupa primeiro todas as fun¢gées com o mesmo grau, conforme se indica em (4.8) para o

mesmo caso apresentado em (4.7).

Po(v1)Po(v2) 0
0 Po(v1)Po(v2)

Po (71)Po(12) 0

. 4.8
P, (11)Py (12) (4:8)

Neste trabalho utilizaram-se apenas aproximagdes com polindmios completos. Assim sendo, a
dimensao de qualquer uma das matrizes anteriores, é dada para o caso de uma aproximagao

unidimensional por (4.9), e por (4.10) para o caso bidimensional.
[N (1 + Gmax )|, (4.9)
(14 G ) | (4.10)
onde (n) representa o numero de grandezas aproximadas, € (gmax) O grau maximo das
fungbes consideradas nessa aproximagao.

As func¢des escolhidas para efectuar as aproximacdes definidas em (3.1), (3.2) e (3.4), foram no

caso do programa Laje-Pol, polinémios definidos por:

P(v)="" (4.11)
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No programa Placa-Leg, utilizaram-se polindmios de Legendre que sao as solugboes da

equacao diferencial de Legendre [57]:
(1—=v2)P"(y)=2xP'(y)+n(n+1)P(y)=0. (4.12)

Somos conduzidos a fungdes polinomiais que podem ser geradas recursivamente pela formula

de Bonnet.
(n+ NP 4(y) — (2n + )xPB,(y) + nR,_4(v) = 0. (4.13)

No anexo D abordam-se com maior detalhe os aspectos relacionados com os polindémios de

Legendre.

Salienta-se que em qualquer dos casos se perde o conceito de elementos isoparamétricos, pois
utilizam-se fungdes diferentes para aproximar a geometria dos elementos e as grandezas

estruturais.

4.4 - CONTROLO DA CEDENCIA

Neste trabalho foram utilizadas duas técnicas para o controlo da cedéncia: o controlo em
pontos de colocacdo, e o controlo em células plasticas. Para que se verifique localmente a
condicao de escoamento plastico (2.47) as fungbes que constituem a base de aproximacgao

(P, ), séo escolhidas de forma a apresentarem no seu dominio sempre valores ndo negativos.

Conforme ja foi referido, o controlo da cedéncia é efectuado num referencial (y,v),

denominado por referencial local de plasticidade. E neste referencial que se definem as

grandezas associadas ao comportamento elastoplastico, como os potenciais plasticos (P, ), os
incrementos dos parametros plasticos (Ae,) e o operador (N, ). Esta segunda mudanga de

coordenadas foi efectuada por duas razdes: em primeiro lugar se tivermos as células plasticas

definidas em intervalos ([—11]) a implementagdo dos métodos de integracdo numérica

(quadratura de Gauss ou de Lobatto) é facilitada e directa (Figura 4-4). A segunda razao esta
relacionada com questdes de coeréncia e de uniformidade nos procedimentos de calculo,
nomeadamente no calculo dos operadores estruturais.

4.4.1 - CONTROLO EM PONTOS DE COLOCACAO

No método de controlo com base em pontos de colocacdo, a plasticidade é controlada de uma

forma pontual. Foram utilizadas fungdes de Dirac (8(y,\y)) [8], como fungdes de aproximacao
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dos incrementos dos parametros plasticos (P,). Cada uma destas fungdes é definida num

ponto de forma a que ao se efectuar o integral num dado dominio, da funcdo de Dirac
multiplicada por outra funcdo, obtém-se como resultado o valor nesse ponto da segunda

fungdo. Assim sendo, para cada modo de cedéncia (m), o potencial plastico generalizado
(®, ) estad apenas associado a um ponto (7vq,¥o ) do dominio (Figura 4-3a), tomando o valor da

funcao dos potenciais plasticos nesse ponto,
OF = ¢.(v0,¥o) - (4.14)

Considerou-se a possibilidade dos pontos de colocagao se localizarem em (nxn) de pontos de

Gauss e de Lobatto, e num conjunto de pontos equidistantes.

BN\ R e v/ g
N I LTI

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4

Figura 4-3: Técnicas de controlo da cedéncia.

4.4.2 - CONTROLO EM CELULAS PLASTICAS

No controlo em células plasticas, foram implementados trés conjuntos de fungoes de
aproximacgao para os parametros plasticos (P,). O primeiro consiste na consideracdo de uma
unica fungédo constante de valor unitario. O segundo conjunto foi definido utilizando quatro
fungbes do mesmo tipo das utilizadas na aproximagdo da geometria do elemento (Figura 4.3b).
Por ultimo, considerou-se também um conjunto de 9 fun¢des obtidas do produto nas duas
direccoes de polindmios de segundo grau. Todas estas funcdes encontram-se definidas no

anexo F.

O valor do potencial plastico (®, ) associado ao modo (m), pode ser calculado através de:

1
f (P™(v.v)) &, (1) [J(v.w)| '] chyrcly, (4.15)
J.

_.%—‘

onde (|J(y,v)|) representa o Jacobiano de transformagdo de coordenadas entre o referencial
global e o local, enquanto que (|J'|) representa o Jacobiano de transformagéo de coordenadas

entre o referencial local e local de plasticidade (Figura 4-4). Da analise da Figura 4-4 facilmente
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se conclui que o Jacobiano (|J'|) ndo depende das coordenadas (v,y), pois toma um valor

constante igual a relacao entre as areas do elemento no referencial local (2x2=4) e a area da
célula plastica no referencial local de plasticidade.

REFERENCIAL GLOBAL REFERENCIAL LOCAL REFERENCIAL LOCAL DE
: PLASTICIDADE
) 91
= + o+ + ¥ | = + o+ + + 4+
+ + 0.4
+ + *
03
L . . askl+ o+ + + o+ oshl+ o+ + + o+
0k
v 0.2 " i + + + Ul o7 + + + + + uroof |+ + + + +
01 08
+  t u ot + o+ + + o+ D&+ + + + o+
08
gl L+ + + o+
; . . . . + o+ + + o+ + o+ + + o+
08 08 1 11 12 i !
W 04 0.6 0.a 1 -1 05 ] 0s 1
g

Figura 4-4: Representacao de uma célula plastica e dos pontos de integracao, nos diversos
referenciais considerados.

A expressao (4.15) foi calculada numericamente, pois ndo é geralmente possivel definir
matematicamente a forma como variam os potenciais plasticos no dominio célula plastica. Para

efectuar a integracao, utilizou-se o método da quadratura de Gauss ou o método da quadratura
de Lobatto [39], obtendo-se:

n n

ol =Z1:Z1:[Pl‘(w)¢*(w)W'IJ(%\V)IIJ'H, (4.16)

onde (n) representa o numero de pontos em cada direccdo e (W') representa o peso

associado a cada ponto para a quadratura considerada.

4.5 - CRITERIOS DE CEDENCIA

O comportamento dos materiais pode ser agrupado em dois grandes grupos: materials
[sotropicos e materiais anisotropicos. Os materiais isotropicos podem ainda ser classificados
em materiais insensiveis a pressdo hidrostatica, caso da maioria dos metais, e maleriais
sensiveis a pressdo hidrostatica, como 0s solos e o betao.

Diversos modelos foram desenvolvidos para caracterizar a cedéncia deste tipo de materiais.
Entre os mais simples encontram-se o critério de Tresca [60], o critério de von Mises [64], para
0s materiais insensiveis a pressao hidrostatica, o critério de Mohr-Coulomb [16] e o critério de

Drucker-Prager[19], para os materiais sensiveis a pressao hidrostatica.
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Refira-se que embora para materiais com comportamento fragil, como o betdo e os solos, faca
mais sentido em falar de critérios de rotura e ndo em critérios de cedéncia, neste trabalho
considerou-se que este tipo de materiais apresenta um comportamento elastoplastico do tipo

ductil, possibilitando a utilizagdo do conceito de cedéncia.

Um dos objectivos deste trabalho consiste em incorporar critérios de cedéncia que considerem
a resisténcia combinada de atrito e coesao. Assim sendo, para além do critério de von Mises,

foram implementados os critérios de Mohr-Coulomb e de Drucker-Prager.

O critério de cedéncia de Mohr-Coulomb da origem a superficies de cedéncia com
descontinuidades, podendo originar problemas numéricos ao modelo, devido a existirem pontos

no espaco de tensdes onde a normal a superficie de cedéncia ndo toma um valor unico (Figura

W

Superficie de cedéncia

Figura 4-5: Problemas na definicdo das normais a superficie de cedéncia.

O critério de Drucker-Prager pode ser calibrado para se aproximar do critério de Mohr-Coulomb.
Este critério € na maioria das situagbes preferivel, pois tem uma definicdo matematica mais

atraente, permitindo contornar os problemas nas arestas.

Em seguida apresenta-se a definicdo genérica dos critérios de cedéncia incorporados no
programa Placa-Leg, deixando para o anexo E a sua definicho matematica mais
pormenorizada.

45.1 - CRITERIO DE VON MISES

Este critério, inicialmente proposto por von Mises em 1913 [64], considera que a cedéncia

ocorre quando a tensdo tangencial octaédrica (E.8) atinge o valor de [\EkTJ’ onde (k;)

representa a tensao de cedéncia num estado de corte puro, ou seja hum estado de tensao onde

o primeiro invariante do tensor das tensdes seja nulo (l; =0). Matematicamente, este critério

@:\Ek“ (4.17)

J, =k?. (4.18)

fica definido por:

ou:
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No espaco das tensoes principais, este critério fica definido por um prisma com uma elipse

como base, e com o eixo (o7 = 6, = 63) como geratriz (Figura 4-6 a).
O critério de von Mises considera que a cedéncia do material depende apenas do segundo
invariante do tensor das tensdes deviatéricas (J, ), ndo estando relacionada com a pressdo

hidrostatica instalada ().

Calibrando o parametro (k. ) de modo a que a tensdo de cedéncia num ensaio de tracgdo puro

(01 =01,6, =0,03 =0) tome o valor (o), obtém-se:

(¢}
k, =—&4. 4.19
=3 (4.19)

Introduzindo a relagdo anterior em (4.18), obtém-se a definicdo mais usual do critério de von
Mises [13, 67]:
f(J2,0ceq) =+/3Js —0geq =0. (4.20)

45.2 - CRITERIO DE MOHR-COULOMB

Inicialmente, o critério proposto por Mohr em 1900, era baseado na hipétese de que o factor
decisivo para a cedéncia do material, seria o valor maximo da tensdo tangencial.
Posteriormente, considerou que a envolvente de cedéncia é definida por uma recta, tendo
introduzido a equacéo de Coulomb de 1773, dando origem a expressao matematica mais usual

para o critério de Mohr-Coulomb [16]:
[t|=c—otg(¢), (4.21)

onde (c) representa a coesdo e (¢) o angulo de atrito interno do material, ambos usualmente
determinados por via experimental [13].

No espaco das tensdes principais, este critério fica definido por uma pirdmide com base

hexagonal e com o eixo (o1 = 6, = 63 ) como geratriz (Figura 4-6 b).
Definindo este critério como uma funcao de cedéncia, recorrendo ao primeiro invariante do
tensor das tensdes (l;), ao segundo invariante do tensor das tensdes deviatoricas (J, ), e ao

angulo de Lode (6) [32], obtemos a expressao utilizada para definir o critério de Mohr-Coulomb

[13]:

f(l,d5,0) = % sen(¢) ++/J; cos(0) —%sen(e)sen(q)) —ccos(¢)=0. (4.22)
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Drucker-Prager Mohr-Coulomb

Figura 4-6: Representacao grafica dos critérios de cedéncia (adaptado de [13] e [67]).

45.3 - CRITERIO DE DRUCKER-PRAGER

O critério de Drucker-Prager foi inicialmente formulado em 1952 [19], resultando da modificacao

do critério de von Mises, de forma a incluir o efeito da presséao hidrostatica, Figura 4-6-a):
fldy)=al ++J, —k=0, (4.23)

onde (o) e (k) sdo constantes que caracterizam o material, determinados de forma a que a

superficie conica associada ao critério de Drucker-Prager, representada no espac¢o das tensoes

principais, circunscreva a piramide hexagonal do critério de Mohr-Coulomb, Figura 4-7.

B 2sen(¢) . _ 6ccos(9)
OL_x/§(3—sen(q>))’ k_x/§(3—sen(¢))' (4.24)

No espaco das tensdes principais, este critério fica definido por um prisma em forma de cone

com uma elipse como base, e com o eixo (o; = 6, = 63) como geratriz.

G Drucker-Prager

Mohr-Coulomb

Figura 4-7: Comparacao entre o critério de Mohr-Coulomb e de Drucker-Prager,
(adaptado de [13]).
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4.6 - CALCULO DOS OPERADORES ESTRUTURAIS

4.6.1 - OPERADOR DE FLEXIBILIDADE (F)

De acordo com o modelo de elementos finitos, o operador de flexibilidade é calculado para

cada elemento finito (e), através da expressao:
Fe:f(ss)t fe Se dv.

Efectuando a transformacdo de coordenadas para o elemento mestre definido no referencial

local (&), a definicdo do operador ird englobar o Jacobiano da transformacéo:
11
= [[(ss(en))  SE(&n) [(&n)| dnde. (4.25)
—1-1

Desta forma, o calculo de um termo genérico do operador de flexibilidade, associado as

fungdes de aproximacéo definidas pelos indices (i,jm,n) e ao termo (f;) da matriz que retne
0s parametros elasticos, pode ser efectuado a partir de:

Fe (ij.k.,m,n) j:fPF n) £ PR (&)PT(n)]J(&n)| dnde. (4.26)

71

4.6.2 - OPERADOR DE COMPATIBILIDADE NO DOMINIO (A,)

Conforme foi visto anteriormente, para o elemento finito (e) o operador de compatibilidade no

dominio, € definido pela expresséao:
AS :f(De seytuedv.

Para efectuar a transformacdo de coordenadas para o elemento mestre, introduz-se um
procedimento semelhante ao anterior. No entanto, € necessario calcular a relagdo entre o

operador de equilibrio definido no sistema de coordenadas globais (x,y), € o mesmo operador

definido nas coordenadas locais (&) .

Recorrendo a regra da derivacdo da funcdo composta (4.27), podemos relacionar para cada
elemento finito, as derivadas parciais associadas as coordenadas globais, com as derivadas

associadas as coordenadas locais:

00 _ 0098  9()on
dy dgdy omoy’ (&27)



58 ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS LAMINARES PLANAS

definindo-se o novo operador de equilibrio (D(&1)), da seguinte forma:

9095 | 9()om 0 2008 , 9()om
0E Ox  On Ox 0E 0 on o
D =| i S0y ooy (4.28)
0 2008 L 9()on 9098 | 9()on
00y Ondy 0Eox 0Onox
. 98 08 n on 0 anteri
Tendo em aten¢do que os termos [ax’ay’ax’ay da expressao anterior podem ser calculados

com base nas expressoes associadas a inversa da transformacao de coordenadas utilizada na
definicdo da geometria do elemento, é possivel relacionar as derivadas nos dois sistemas de
coordenadas, através de:

a0 9()

15)4 1 a@
=J , 4.29
0|~ a0 )
ay on
onde:
_ 1 y —Ye
J1= N = (4.30)
|J(§,n)| —Xn X

Desta forma, de acordo com as expressdes apresentadas no anexo C para os elementos

trapezoidais, o operador diferencial de equilibrio pode ser definido através de:

1
D(x,y):|J(§,n)|D(§,n), (4.31)
onde:
oy + 728 0 —a1=71§(0() B2 +v2m 0 —B1 —v1m|0()
D(gn) = — -4 (4.32
(&n) 0 —oy-11& ap +72&]08 0 —By—yim Bz +y2n|on (4.92)
Num formato mais compacto, podemos definir:
e D1(§1n) 0 DZ(E»T])]
De(En) = , 4.33
(& \ 0 Dy(&n) Di(&n) @9
onde:
Di(&n) = (a2 +Y2§)g—(§)—(32 +an)g—§1)

. 4.34
0 9() @39

D, (&) (mwa)g—g—(&ym)%

O operador de compatibilidade no dominio pode entdo ser definido no referencial local (&),

através de:
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t

11
ff |Je °(em) SE(&m) | US(&n)|J°(gn)|dnde, (4.35)
-1-1

Eliminando os termos referentes aos Jacobianos, o calculo de um termo genérico do operador

de compatibilidade, associado as fungdes de aproximagado definidas pelos indices (i,jmn), e
ao termo do operador de equilibrio (Dﬁ ) definido em (4.34), pode ser efectuado através de:

1

1
AS (iikmn) = [ [(Dg(&n)PE(E) P (n))' P2(&) PE (n) dndt. (4.36)
—-1-1

4.6.3 - OPERADOR DE COMPATIBILIDADE NA FRONTEIRA (A,)

De acordo com o capitulo relativo ao modelo de elementos finitos, o operador de

compatibilidade na fronteira associado ao elemento finito (e) e a fronteira estatica (f) é
calculado através de:

o) = [(N"s$)U] dr, .
Necessitamos calcular a relagcdo entre a matriz que reune as componentes das normais
exteriores, definidas no sistema de coordenadas globais (x,y) e definidas em coordenadas

locais (&m).

Prova-se que [39]:

Ny (&M n
) |J 4.37
e ) e | (437
Atendendo a que:
_ 1 y -y
N (em) = " <, 4.38
a expressao (4.37) pode ser rescrita na forma
Ny (‘twn )] Yo Vel
= , 4.39
0 (em)] | -x, xe @39

De acordo com as expressdes apresentadas para os elementos trapezoidais no anexo C,
obtém-se:
o2 tv28 —Pa—yanne

(4.40)
—a1—71& P+ 1im




60 ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS LAMINARES PLANAS

Como as normais exteriores obtidas pela expressao (4.40) ndo sao unitarias, € necessario

dividi-las pela sua norma, obtida de:

InEm)||=n2(&n) +n2(&n), (4.41)

ficando o operador de compatibilidade na fronteira definido por:

t

N'(&m)

A=l 7 S3(&m) | U(n) |9y, (4.42)
S| (JnZ(gm) +n2(en))
onde:
n(én) 0 ny(&n)
N’ = g . 4.43
0 ny(&n) n(&n) (4.49)
Tendo em conta que o Jacobiano da transformacao de coordenadas, pode ser obtido de:
[9(v)|=yn2(en) +n2(em), (4.44)
o operador de compatibilidade pode ser definido por:
1
t
AR = [(N(gm)Ss(gn)) Ul(y)dy, (4.45)

21

Um termo genérico do operador, associado as fungbdes de aproximacao definidas pelos indices

(i,jm) e associado a normal exterior (n, (&m)), pode ser calculado através de:
1

AR (kiim) = [ (nf (&) Pe(8) PP (1)) Ph(1) dr (4.46)
=1

4.6.4 - CALCULO DO OPERADOR (N )

De acordo com o capitulo relativo ao modelo de elementos finitos, o operador (N, ) é calculado

para o elemento (e) e para o modo de cedéncia (m), por:

N(em) — f(ss )'n™ P™ V.

As expressdoes para o calculo das normais a superficie dos potenciais plasticos (n*)

encontram-se definidas no anexo E para as diversas condi¢cdes de cedéncia consideradas.
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Salienta-se o facto de o operador (N, ) ndo se encontrar definido no elemento, mas sim nos

pontos de colocagao ou nas células plasticas. Apenas é necessario calcular este operador para

os modos de cedéncia activos.

No caso do controlo da cedéncia ser efectuado com base em células plasticas, efectua-se a

transformacdo de coordenadas para o elemento mestre definido no referencial local de

plasticidade (v,v).

O termo genérico associado as fungdes de aproximacao definidas pelos indices (i,j), ao termo
(k) do vector das normais exteriores, ao elemento (e) e ao modo de cedéncia (m), é
calculado através de:

1

1
NE™ (k) = [ [RE(r) PP (w) nuc(rw) PR (1) [9(vw)| '] dydy. (4.47)
1

Mais uma vez, devido a nao ser possivel definir matematicamente a forma como varia na célula

plastica o vector das normais exteriores a superficie de cedéncia (n, ), as integragdes definidas

em (4.47) foram efectuados numericamente, recorrendo-se para tal aos métodos de quadratura

de Gauss ou de Lobatto, através do somatario duplo:
n n
N (i, jkom) =SS [PE(v) PP (w) N (v.w) PR (vw) W ()| [J]] (4.48)
T 1
onde (n) representa o numero de pontos em cada direccdo e (W') representa o peso

associado a cada ponto para a quadratura considerada.

No caso do controlo da cedéncia ser efectuado com base em pontos de colocagéo, a cada

modo de cedéncia estd apenas associado a um ponto do dominio (yq,¥q ). Assim sendo, um
termo genérico associado as fungdes de aproximagéo definidas pelos indices (i,j), ao termo

(k) do vector das normais exteriores, e ao modo (m), por:

NI (i, k,m) =P (v0 ) PZ (wo ) Nk (vo,wo ) PM(1ow). (4.49)

4.6.5 - CALCULO DO OPERADOR (Hx)
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De acordo com o capitulo relativo ao modelo de elementos finitos, o operador (H, ) é definido

para os modos de cedéncia (m) e (n), por:

H™ = [(P™) h, PTdV.

Este operador encontra-se também definido no dominio dos pontos de colocagcdo ou das
células plasticas, e mais uma vez, é apenas necessario efectuar o calculo para os modos de
cedéncia activos.

Desenvolvendo um raciocinio semelhante ao efectuado para o operador (N*) obtém-se para

um termo genérico associado aos modos de cedéncia (m) e (n), a seguinte expresséo:

1

1
H™ = [ [P (yy) b, PP (ry) [J(pw)[|J'] dydy. (4.50)
19

Neste trabalho apenas se considera endurecimento do tipo isotropico, definido recorrendo
exclusivamente a trogos lineares. Desta forma o termo (h, ), definido em fungdo do parametro
de endurecimento (ep) de acordo com a expressdo apresentada em (2.40), € constante,
podendo ser definido pelo mddulo de plasticidade (H') apresentado em (2.32).

Desta forma, a expressao (4.50) pode ser simplificada obtendo-se:

11

H™ =H [ [P (ny) PP (vy) [J(nw)] 1] dydy. (“.51)
121

No caso do controlo da cedéncia ser efectuado em pontos de colocac¢do, o calculo do operador

pode ser efectuado recorrendo a:

H™ = H' PP (y,9) PP (1,w). (4.52)

4.6.6 - CALCULO DO OPERADOR (M |

De acordo com o capitulo relativo ao modelo de elementos finitos, o operador (M, ) é calculado

para o elemento finito (e), através da expresséo:

me = [(sg) ?;"’2* S¢ As, dV.
(&)
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Este operador traduz o efeito das deformacbes plasticas que se desenvolvem durante o
processo iterativo no operador de flexibilidade generalizado. Caso nao fosse tido em conta, as
relagbes constitutivas permaneceriam inalteradas, independentemente das deformacgdes

plasticas que se fossem desenvolvendo durante todo o processo iterativo.

A sua implementacao tem dois inconvenientes para o modelo numérico: em primeiro lugar ira

destruir a esparsidade do operador (F), visto ndo ser possivel estabelecer nenhuma relagdo de

ortogonalidade, conduzindo a uma matriz cheia. Em segundo lugar ndo é possivel definir
expressdes analiticas para o seu calculo, sendo necessario recorrer a procedimentos de

integracdo numeérica.

No entanto, o calculo e a implementacdo deste operador em cada itera¢do séo dispensaveis. O
modelo assim definido pode ser visto como a utilizagcdo do método de Newton-Raphson
modificado (Figura 4-8b), tendo a vantagem de ser mais eficiente do ponto de vista numérico
(maior esparsidade) e bastante menos exigente computacionalmente, mesmo no caso de

conduzir a um maior numero de iteragoes.

f(x) i f(x) i

i fiar—

X

Figura 4-8: Representacao esquematica do método de Newton-Raphson e do método de
Newton-Raphson modificado.

Neste trabalho optou-se por ndo implementar o operador (M, ). No entanto, para que este

capitulo apresente de forma completa todos os aspectos relacionados com a implementacao do
modelo de elementos finitos apresentado no terceiro capitulo, optou-se por apresentar o

desenvolvimento da expressao que permite o seu calculo.

Aplicando a definicao (3.83) a transformacao de coordenadas para o elemento mestre definido

no referencial local (&,m), o célculo do operador pode ser efectuado através da expressao:
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11 2
=/ J(s ) 8 ¢* SV(&m) Ae, [J(&n)| dndg. (4.53)
-1-1

As matrizes associadas as segundas derivadas dos potenciais plasticos, encontram-se

definidas no anexo E para as diversas condi¢des de cedéncia consideradas.

Introduzindo a definicao (3.3), obtém-se:

11

e az(b* e
ff (s S5(&n) P. Ae, [J(&n)| dnde. (4.54)

71

Desta forma, o calculo de um termo genérico do operador, associado as funcbes de

aproximacao definidas pelos indices (i,jm,n), ao termo (q) da matriz das segundas derivadas

dos potenciais plasticos, é calculado a partir de:

ffple

-1

ME (i,jm,n,q) =

| 2% ] PR(2) RS (n) PE At [J(&m)| dndkz|, ~ (4.55)
q

onde k se encontra associado a todos os modos de cedéncia activos no elemento (e).

Mais uma vez, devido a ndo ser possivel definir matematicamente uma expressdo para a
variacdo no dominio do elemento dos termos das segundas derivadas dos potenciais plasticos,
as integracoes definidas em (4.55) teriam de ser efectuadas numericamente, recorrendo por

exemplo aos métodos de quadratura de Gauss ou de Lobatto.

4.6.7 - VECTOR DAS FORCAS DE MASSA GENERALIZADAS (Q,)

Conforme foi visto, o vector das forcas de massa generalizadas € definido por:

Qs = [(us) bav,

podendo ser calculado recorrendo a transformacdo de coordenadas para o referencial local

definida pela expresséo (4.56):
11

QS = [ [(Ug) b J(&n)| dnde. (4.56)

121

O termo genérico de (Q, ), associado as funcdes de aproximacdo definidas pelos indices (i,j)

e a componente (by ) do vector das forgas de massa, pode ser calculado através de:
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11

QS (iik) = [ [R®(&)Pf(n) by [J(&n)| dnde. (4.57)

121



66 ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS LAMINARES PLANAS

4.6.8 - VECTOR DAS FORCAS NA FRONTEIRA GENERALIZADAS (Q, )

O vector das forcas na fronteira generalizadas é calculado através de::
f_ £l
Q= f(u))'t, ar,,

podendo ser calculado recorrendo a transformacéo de coordenadas para o referencial local

definida pela expressao (4.58):
)

Qf = [(U5) ¢, [9(v)| . (4.58)
21

Atendendo a definicdo (4.44), o termo genérico de (QY ) associado a funcdo de aproximacgao

definida pelo indice (m) e & componente (t,,) do vector das forgas na fronteira, pode ser

calculado através de:
;

Qf (mk) = [Py (&)t JnZ(&n) +n2(Em) dy. (4.59)

21

4.7 - CALCULO DOS CAMPOS DE TENSOES E DESLOCAMENTOS

Os campos de tensdes (o) no elemento finito (e) sdo calculados através da aproximacgao

(3.1). Assim sendo, para um ponto (§,n) do dominio do elemento mestre, obtém-se:

9s Is

o®(&m) = ZZ[PQ n) X°(ij)]+ o), (4.60)

i=0 j=0

onde (Xe (i,j)) representa o peso associado as fungdes de aproximac¢ao do campo de esfor¢os

de indices (i) e (j), e (gs) representa o grau maximo das funcdes.

Os campos de deslocamentos (u, ) no dominio do elemento finito (e) sdo calculados através
da aproximacao (3.2). Desta forma, para um ponto (§,1) do elemento mestre, obtém-se:
gUV gIJV

uS(Em)=>_> [Pe(&)Pf(n)aS(ij)]+us(&m). (4.61)

i=0 j=0

onde (qS(i,j)) representa 0 peso associado as funcdes de aproximacdo do campo de

deslocamentos no dominio de indices (i) e (j), e (gy ) representa o grau maximo das

funcodes.
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Os campos de deslocamentos nas fronteiras estaticas (uy), sao calculados através da

aproximagéo (3.4). Desta forma, para um ponto (y) da fronteira (), obtém-se:

guy

ub (v) = > [P (v) gl ()], (4.62)

—y

onde (qi(i)) representa o peso associado a fungdo de aproximagcdo do campo de

deslocamentos na fronteira de indice (i), e (g,, ) representa o grau maximo das fungdes.

4.8 - ALGORITMO DO MODELO ELASTOPLASTICO

Neste sub-capitulo abordam-se as questbes relacionadas com o funcionamento do algoritmo
elastoplastico. E discutida a forma adoptada para a definicdo do incremento de carga, o
processo de inicializacao e actualizagao de variaveis, o critério de convergéncia adoptado para
0 processo iterativo e sdao por fim apresentados os diagramas de fluxo do algoritmo

elastoplastico.

Conforme ja foi referido, é conveniente ndo ter incrementos de carga muito grandes, pois caso
contrario os erros consequentes da utilizacdo do método implicito de Euler poderao influenciar
a qualidade da solucao. Outra restricao a dimensao do passo de carga é a necessidade de se

obter convergéncia ou que o numero de iteragcoes necessarias nao seja muito elevado.

No programa Placa-Leg nao se implementou nenhum algoritmo de estimativa do erro, pelo que
a definicdo do incremento de carga foi feita através da analise do esforgo de convergéncia.
Assim sendo, implementou-se um algoritmo que permite definir automaticamente o incremento
de carga, tendo em consideracdo o numero de iteracbes necessarias a convergéncia em
passos anteriores. Caso o numero de iteragdes ultrapasse o desejado, é também possivel
definir regras para a subdivisdo do actual incremento de carga.

No inicio do passo de carga (j+ 1), as varidveis séo inicializadas com os valores do final do

passo de carga anterior, a excepc¢ado dos incrementos dos parametros plasticos que sao

inicializados com valor nulo, pois referem-se exclusivamente ao passo de carga em questao:

0
Xj+1 = xJ'
qe,j+1 =Qy,j

(4.63)

0

Ay i1 = Gy,
0

Ae*,j+1 -
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No final da iteracdo (Nit ) a solucgéo final pode ser obtida de:

X'=X; + %EAX‘
o
gy =qv; + D _Ad,
,'j“‘ (4.64)
q, =a,; +)_Ad,
Nt .

Ael =>"A(Ael)

i=1

No programa Placa-Leg optou-se por considerar que foi atingida a convergéncia quando o

maior valor absoluto dos restos das variaveis é inferior a uma dada tolerancia (Tol_R), tdo
pequena quanto se queira:

|{R},R%,R5,Ry }| < Tol _R. (4.65)

Outra tolerancia que € necessaria definir, podendo condicionar fortemente a convergéncia do
processo iterativo, diz respeito ao valor do zero numérico na determinagcdo dos modos de
cedéncia que se encontram activos e inactivos. Neste trabalho utilizou-se a seguinte expressao

para determinar se o modo de cedéncia (m) se encontra inactivo:

oM < —Tol_®, comTol_® >0, (4.66)

todos os modos que nao verifiquem esta condi¢ao, sdo considerados activos.

Nas Figuras 4-9 e 4-10 procura-se ilustrar através de diagramas de fluxo, o algoritmo utilizado
para a implementacdo do modelo de elementos finitos. A primeira destas Figuras refere-se a
implementacdo dos incrementos de carga, enquanto que a segunda se refere exclusivamente

ao algoritmo iterativo do programa.



IMPLEMENTAGAO DO MODELO

INICIALIZACAO DE VARIAVEIS
Xo=0yo =00 =€ = {0}

Y

INCREMENTO DE CARGA
A= }”j+1

A4
PROCESSO ITERATIVO

<Xj+1! qv,j+1a qy,j+1’ Ae* )

Y
ACTUALI_ZACAO’DAS
DEFORMACOES PLASTICAS
epji1 = €p; +N, Ae, (3.67)

p.j+1

Y

FIM DO CARREGAMENTO ? )

SIM

Figura 4-9: Algoritmo do incremento de carga.
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- INICIALIZACAO DE VARIAVEIS
ITERAGCOES > _ _
ITERACOES X§i1 =X, A0 j1 = Gy A0 s = Q5 (4.63)

+1 =

Y
J CALCULO DOS RESTOS
| (RLRLRLRY) (375)

Y
MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACOES
[H'[{avar} = {-R,}, (3.84)

Y

METODO DE NEWTON-RAPHSON

1. Resolucao do sistema de equacoes.

2. Actualizacdo do vector solucéo. (4.64)

Y

CALCULO DO CAMPO DE ESFORCOS
, (4.60)

Gi:SV Xi—l-cp

Y

CALCULO DOS POTENCIAIS PLASTICOS
®! = [P!4ldv, (4.14)(4.16)

~ Y

NAO .
CALCULO DOS OPERADORES
SOLUGAO SATISFAZ O CRITERIO N, = fS‘v n, P, dV, (4.48)(4.49)
DE CONVERGENCIA ?

H, = [Pth,; 4P, dV, (4.50)(4.52)

SIM

Figura 4-10: Algoritmo do processo iterativo.



Capitulo 5
Exemplos de Aplicacao

5.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo sdo apresentados os exemplos que foram efectuados para testar o modelo

numérico implementado.

O modelo foi implementado em dois programas de calculo automatico: o primeiro programa,
denominado Lgje-Pol, efectua o célculo elastico de lajes espessas do tipo Reissner-Mindlin. O
seu objectivo inicial resumia-se a introducdo do autor as formulacdes néao tradicionais. No
entanto, devido a recorrer a monémios para efectuar as aproximacoes, permitiu tirar conclusoes
importantes quanto ao desempenho destas fun¢gdes quando aplicadas ao modelo HMT, tendo-
se considerado relevante a sua inclusdo neste texto. O segundo programa, denominado por
Placa-Leg, efectua a analise elastoplastica de placas (EPT e EPD), reunindo um conjunto de
caracteristicas que esta de acordo com os objectivos deste trabalho. Assim sendo, recorre ao
método de Newton-Raphson para a resolucao do sistema de equacdes nao lineares, o controlo
de cedéncia é efectuado recorrendo a técnica dos pontos de colocacao e/ou das células
plasticas e permite ainda a inclusdao de condicbes de cedéncia adaptadas a modelagao de

materiais com resisténcia combinada de atrito e coeséao.

Ambos os programas foram desenvolvidos de raiz para esta dissertacdo, em computadores

pessoais recorrendo ao ambiente de programacao Matlab [33].

71
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Os exemplos apresentados foram escolhidos de modo a ilustrar da forma mais vasta possivel
todas as potencialidades dos modelos implementados e dos programas desenvolvidos. A
validacdo das solugbes obtidas foi efectuada através da sua comparagdao com resultados

provenientes de outros modelos numéricos e, em alguns casos, com solu¢des analiticas.

5.2 - ANALISE ELASTICA DE LAJES DE REISSNER-MINDLIN

Conforme ja foi referido, o programa Lgje-Pol/ permite efectuar a andlise elastica de lajes
espessas do tipo Reissner-Mindlin, utilizando funcdes do tipo polinomial (mondmios) para

efectuar a aproximacao das grandezas estruturais.

Para testar o modelo analisou-se um conjunto variado de problemas, desde os casos mais
simples onde € possivel obter solu¢cdo analitica, até casos mais complexos onde as solugbes
apresentam fortes gradientes. Os exemplos desenvolvidos visam também caracterizar o
comportamento do programa, no que diz respeito a eficacia dos processos de refinamento-p
(aumento do grau das funcbes de aproximacao), e refinamento-/# (aumento do numero de
elementos na malha). Por fim, foi testada a sensibilidade do modelo desenvolvido ao fendmeno

de /ocking e a distorgdo da malha.

O programa engloba um conjunto de 33 rotinas de calculo, e encontra-se dividido em dois
grandes modulos. O primeiro moédulo efectua o pré-processamento dos dados e o
processamento da solucdo, enquanto que o segundo modulo engloba as rotinas de poés-
processamento. Para efectuar a visualizagao das solugdes, o programa recorre as rotinas de

visualizacdo denominadas por 7oo/vis, desenvolvidas também para este trabalho.

Para definir as aproximacgdes € necessario fornecer ao programa o conjunto de parametros
(9sm» Gsvs Gut Guw» Juits Juiw) QqUE representam, respectivamente, o grau maximo da aproximagao
para os campos de (momentos flectores e torsores, esforcos tranversos, rotagoes,
deslocamentos transversais, rotacdes nas fronteiras estaticas e deslocamentos transversais
nas fronteiras estaticas). Assim sendo, cada aproximacao fica definida pela combinacdao em
uma ou duas direcgdes dos polindbmios de grau zero até ao respectivo grau maximo, definido
por cada um dos parametros anteriores. O quadro 5-1 resume as configuracdes das

aproximacdes utilizadas nos exemplos desenvolvidos.

Salienta-se que a combinacdo dos graus maximos das aproximacoes € definida de forma a
evitar a presenca de dependéncias lineares no sistema governativo, ou seja, a presenca de
modos espurios. Assim sendo, o grau maximo dos campos de esforcos deve ser sempre
superior ao grau maximo dos campos de deslocamentos duais. O mesmo sucede relativamente

aos campos de esforcos, entre os momentos flectores e os esforgos transversos, e
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relativamente aos campos de deslocamentos e entre as rotagcdes e os deslocamentos
transversais. O estudo mais aprofundado deste assunto ndo se encontra nos objectivos deste

trabalho, sendo tratado com maior rigor por Pereira [40, 43].

Aproximacgdo | Gsm Osv Gut Guw Guft Gufw
1 3 2 2 1 2 1
2 4 3 3 2 3 2
3 5 4 4 3 4 3
4 6 5 5 4 5 4
4a 6 5 5 4 6 5
5 7 6 6 5 6 5
6 8 7 7 6 7 6
7 9 8 8 7 8 7
8 10 9 9 8 9 8

Quadro 5-1: Aproximagdes utilizadas.

Como excepcao a estas regras de definicdo das aproximacgdes, encontra-se a configuracao
denominada no quadro 5-1 por aproximagao 4a, na qual o grau maximo das aproximacgdes dos
campos de deslocamentos nas fronteiras estaticas, € 0 mesmo que a dos campos de esforgos
duais. Esta definicdo para as aproximagdes conduz a um sistema governativo com modos
espurios. No entanto, é possivel obter uma solugéo e verificar que se assegura a continuidade

dos campos de esforcos nas interfaces dos elementos, conforme se discutira em §5.2.4.

Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
1 elemento 4 elementos 16 elementos 64 elementos
/ / / /
/ /
/ / / /
/ /
/ / / /
/ /
/ // /
L /

Malha 5 Malha 6 Malha 7 Malha 8
1 elemento 4 elementos 16 elementos 64 elementos

Figura 5-1: Malhas utilizadas nas discretizagées dos modelos.

No que diz respeito as malhas de elementos finitos, utilizaram-se as malhas de 1, 4, 16 e 64

elementos finitos que se encontram representados na Figura 5-1.

Salienta-se que nos modelos HMT é preferivel a utilizacdo de refinamentos p-adaptativos [10,

39]. No entanto como se vera adiante, para o modelo implementado o aumento do grau das



74 ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS LAMINARES PLANAS

aproximacoes € limitado pelo aparecimento de problemas numéricos associados ao mau
condicionamento do sistema governativo. Desta forma, o refinamento h-adaptativo € o mais

indicado a partir de um determinado grau das fun¢des de aproximacao.

5.2.1 - ANALISE DE LAJE QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA

Com o primeiro exemplo pretende-se ilustrar a analise de uma estrutura simples e regular, com
uma solucao analitica conhecida. Assim sendo, foi analisada a laje quadrada simplesmente

apoiada representada na Figura 5-2.

A estrutura foi discretizada com recurso a apenas um elemento finito (malha 1), tendo-se
utilizado uma aproximacao do tipo 6.

y ) a=1.00
e - A G=1.00
| | E— =001
| | - E =1.00x10°
o |l & | AN ENN
| \ z v=0.30
I } a =0.8333

X
v e = / Malha 1
X y 1z

- - Aproximacao 6

Figura 5-2: Definicdo das caracteristicas da laje simplesmente apoiada.
Na Figura 5-3 sdo apresentados os campos de esforcos e de deslocamentos obtidos do
programa Laje-Pol.

No Quadro 5-2 apresentam-se os valores do momento (m,, ), do deslocamento transversal

(w) no ponto C, e da energia de deformagao elastica U:%Xt F X, [10]|. Para facilitar a

comparacao com resultados provenientes de diferentes analises, efectuou-se a normalizacao

indicada em (5.1).

— — _ 2
ing c, °:—190?wa, U:KE Dr . (5.1)
e w ¥
4.790630 0.406440 8.517580

Quadro 5-2: Resultados da andlise da laje quadrada através do programa Laje-Pol.
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Figura 5-3: Campos de esforcos e de deslocamentos - Laje simplesmente apoiada.
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Os valores anteriores podem ser comparados com a solucdo analitica deste problema, obtida

na forma de uma expansao em série de Fourier [37, 59, 67].

Mexe = 4.78863; We = 0.40644; Ue = 8.51760. (5.2)

O erro relativo pode ser analisado através das razdes apresentadas em (5.3), onde se conclui

que para as trés grandezas comparadas € sempre inferior a 0.042%.

—c —C 11
T _ 1.000418; - — 1.000000; =~ 0.999998 (5-3)
Mxxe We Ue

Com este exemplo conclui-se que a solucao obtida, tanto para os campos de esforcos como
para os campos de deslocamentos, € de boa qualidade, mesmo recorrendo a apenas um

elemento finito.

5.2.2 - ANALISE DE LAJE ENVIESADA
O segundo exemplo tem por finalidade aferir a capacidade do modelo numérico para a analise
de problemas mais complexos.

Foi analisada a laje enviesada representada na Figura 5-4, a qual apresenta singularidades nos

campos de esforgos na regido dos cantos obtusos.

A estrutura foi discretizada com recurso a 1, 4, 16 e 64 elementos finitos (malha 5, 6, 7, 8),

tendo-se utilizado aproximacgdes do tipo 3 e 4.

a=1.00

g=1.00
t=0.01

Nel|

E =1.00x10°

v =0.31

a =0.8333
Malhas 5,6,7e8

Aproximacgodes 3e4

Figura 5-4: Definicdo das caracteristicas da laje enviesada.

Os resultados obtidos para o momento (m ) e para o deslocamento transversal (w) no

yy

ponto C, bem como para a energia de deformag&o (U), encontram-se listados no Quadro 5-3.
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Mais uma vez, para facilitar a comparagcao com outras formulagées numéricas, os resultados

sao normalizados de acordo com as expressdes apresentadas em (5.1).

Malha Aproximacao M w’ U
5 4 9.84340 0.80748 24.42737
6 4 8.69678 0.80118 24.07831
7 4 9.59130 0.79781 23.92204
8 3 9.61200 0.79687 23.88024

Quadro 5-3: Resultados da analise da laje enviesada através do programa Laje-Pol.

Podemos agora comparar os resultados obtidos com outros, provenientes de formulagcdes
numéricas alternativas, nomeadamente os modelos HMT com Wavelets (Wav_7, Wav 2,
Wav_3) e com polindmios de Legendre (Mix_L), desenvolvidos respectivamente por Castro [10]
e Pereira [39], modelos Hibridos de Trefftz (4_7) desenvolvidos por Jirousek et al. [28], os
modelos (A9, D_F) desenvolvidos por Razzaque [49], e o modelo (£76) de Roufaeil [54].

Modelo M w’
Wav_1 9.819 0.8096
Wav_4 9.704 0.8029
Wav_16 9.621 0.7968
Mix_L 9.609 0.8023
HT 9.674 0.7843
A9 9.473 0.7860
D F 9.585 0.7945
E16 9.244 0.7683

Quadro 5-4: Resultados provenientes de outras formula¢des numeéricas.

A comparacdo destes resultados permite concluir que a solucdo fornecida pelo modelo
desenvolvido permite recuperar os resultados provenientes das outras formulagbes de

referéncia.

Na Figura 5-5 sdo apresentados os campos de momentos flectores e torsores e de
deslocamentos transversais, obtidos do programa Laje-Pol.

5.2.3 - ANALISE AO REFINAMENTO DO GRAU DAS APROXIMAGCOES

Com o terceiro exemplo pretende-se analisar a evolugdo da qualidade da solugcdo com o
aumento do grau da aproximacédo (refinamento-p). Utilizou-se a laje quadrada simplesmente
apoiada definida na Figura 5.2, tendo-se variado o grau maximo das aproximacgoes.
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Factor de Escala: -2.5 0 o=

Figura 5-5: Campos de esforcos e de deslocamentos - Laje enviesada.

No quadro 5-5 encontram-se listadas as mesmas grandezas estruturais definidas para o

primeiro exemplo (§5.2.1), normalizadas de novo em relagcdo a correspondente solugao

analitica.
—c —c —
Aproximag&o m%c W e %
Mixxe We e
1 0.59759 0.33599 0.80164
2 0.98761 0.97720 0.99999
3 0.97349 0.97392 0.99820
4 0.99998 1.00161 1.00000
5 1.00052 1.00168 0.99998
6 1.00009 1.00001 1.00000
7 1.00042 1.00000 1.00000
8 0.99290 1.00138 1.00004

Quadro 5-5: Resultados da analise ao refinamento do grau da aproximacgao através do
programa Laje-Pol.

Da analise dos resultados apresentados, verifica-se que com o0 aumento do grau das funcgdes, a
solugdo obtida aumenta de qualidade, aproximando-se da solucéo analitica.

Comparando a aproximacao 3 relativamente a aproximacdo 2 que € menos rica, a primeira

apresenta pior qualidade, quer em termos do momento flector (axx), quer em termos de
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deslocamento transversal. Esta aparente divergéncia deve-se ao modelo HMT fornecer
solugbes que a partida ndo sao nem localmente compativeis nem localmente equilibradas.
Consequentemente, a convergéncia da solugdo nao é monoténica, conforme se pode verificar

com facilidade na analise efectuada no § 5.2.4 (ver solugbes apresentadas na Figura 5-11).

Na Figura 5-6 encontra-se representada a evoluc¢do das grandezas utilizadas na comparacéo.

1.10
1.00 f&d = = & B
0.90 . ’/,l

0.80 £ /

/] =
0.70 / — m%c —
/ / Mxxe

0.60 / —c —

— w ¢
0.50 / We |
0.40 / - ea- - U |
J Ve
0.30 : ‘ :

Aprox.1 Aprox.2 Aprox.3 Aprox.4 Aprox.5 Aprox.6 Aprox.7 Aprox.8

Figura 5-6: Representacao grafica das grandezas estruturais de comparacao - Exemplo 3.

Para aproximagdes com graus mais elevados, a solugao afasta-se progressivamente do valor
analitico. Tal deve-se a problemas no comportamento numérico do modelo, uma vez que o
aumento do grau dos monomios envolvidos na aproximagao origina sistemas de equagodes

progressivamente pior condicionados.

Da analise da Figura 5-7, onde se compara a forma das fungoes de aproximacao utilizadas no
programa Lgje-Pol/ (monomios) e as funcdes de Legendre utilizadas no programa Placa-Leg,
facilmente se constata a proximidade de forma dos monémios utilizados neste programa, sendo

esta proximidade cada vez maior a medida que o grau aumenta.

Por definicdo, num sistema de equacdes lineares bem (mal) condicionado, pequenas variagdes
dos coeficientes da matriz do sistema governativo produz pequenas (grandes) variagbes nas
solucdes obtidas. Um indicador que permite avaliar este efeito € o nimero de condicao [30],

que traduz a sensibilidade da solugao do sistema governativo a flutuagdes numéricas.

Podemos analisar o numero de condi¢gdo da matriz dos coeficientes do sistema governativo
através das rotinas condest e rcond [3] embutidas no programa Matlab [33]. Estes valores

encontram-se listados no Quadro 5-6 e representados graficamente na Figura 5-8.
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Polindbmios (Monémios) Polindbmios de Legendre

0 02 04 06 08 1 1 -05 0 05 1
H i

Figura 5-7: Representacao grafica das fungcdes de aproximacao utilizadas.

O numero de condicao definido em relagdo a inversao da matriz do sistema governativo
(condest) toma valores perto da unidade se o sistema é bem condicionado e valores elevados
para sistemas mal condicionados. Se se utilizar o numero de condicdo reciproco (rcond) um
sistema é bem condicionado para valores perto da unidade, enquanto € mal condicionado para
valores perto da maxima precisao decimal do instrumento de calculo, que no caso é da ordem
de (2.2E-16).

Aproximacgéao condest rcond
1 2,96120E+09  3,37700E-10
2 3,32525E+12  3,00730E-13
3 3,18614E+15  3,13720E-16
4 4,62656E+18  1,65690E-19
5 9,93268E+21  1,03000E-22
6 1,81365E+22  1,03240E-22
7 1,99263E+22  7,21000E-23
8 2,02413E+22  3,11930E-23

Quadro 5-6: Valores das fungdes condeste rcond para a matriz do sistema governativo.

Da analise da informacao anterior e da observacao da Figura 5-8, conclui-se que o nimero de
condicao (reciproco) é crescente (decrescente) a medida que o grau maximo da aproximacgao
aumenta, até que se atinge a precisdo maxima do sistema, a partir do qual a solucéo final do

sistema governativo pode apresentar grandes flutuagdes e perder significado.
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condest
1.0E+23

1.0E+21

1.0E+19

1.0E+17

1.0E+15

1.0E+13

1.0E+11

1.0E+09

rcond
1.0E-09

1

1.0E-11

1.0E-13

1.0E-15

e} condest

. = == = rcond

— 1.0E-17

— 1.0E-19

1.0E-21

LERIE SRR SR

Aprox. 1 Aprox. 2 Aprox. 3 Aprox.4 Aprox.5 Aprox.6 Aprox.7 Aprox. 8

1.0E-23

Figura 5-8: Representacao grafica das grandezas condeste rcond.

5.2.4 - ANALISE AO REFINAMENTO DA MALHA

Neste exemplo pretende-se analisar a evolugdo da qualidade da solugdo com o aumento do

numero de elementos considerado na malha de elementos finitos (refinamento-#).

O problema analisado é uma laje quadrada com 3 bordos encastrados e um bordo livre, Figura

5-9. Utilizaram-se 4 malhas recorrendo a 1, 4, 16 e 64 elementos, e as aproximacdes 2, 3 e 4.

Y
D
%
T &
%
B

%

%

a=1.00
q=1.00
t=0.01

E =1.00x10°

v =0.1667

o =0.8333
Malhas 1,2,3e4

Aproximacodes 2,3e4

Figura 5-9: Definicao das caracteristicas da laje - Analise ao Refinamento da Malha.

Na Figura 5-10 sao apresentados os campos de esforcos e de deslocamentos obtidos

considerando a malha com 4 elementos e a aproximacéo 3.
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Figura 5-10: Campos de esforcos e de deslocamentos - Malha 4 e aproximacgao 3.
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No Quadro 5-7 s&o listados os valores de (m,, ) e (Vv,,) no ponto A, (m,, ) e (v,,) no ponto
B, (w) no ponto D, e da energia de deformagdo (U), obtidos para as varias malhas e

aproximagoes consideradas. Para ilustrar graficamente o seu andamento, apresenta-se na

Figura 5-11 a evolug&o das grandezas (my, ),(w® ) e (U), para os casos considerados.

-6,48742E-02  4,72593E-01  -5,50464E-02  4,28108E-01 3,24930E-02  5,16721E-03
-6,60393E-02  4,43815E-01  -5,64574E-02  4,66053E-01 3,24088E-02 5,16456E-03

Aproximacdo Malha My VY, mgy Viz wP U

2 1 -6,47653E-02  4,58135E-01  -5,38979E-02  4,48782E-01 2,93503E-02 5,19331E-03
2 -6,74752E-02  5,12700E-01  -6,09518E-02  5,33186E-01 3,48392E-02 5,14826E-03
3 -6,62330E-02  4,79475E-01  -5,66334E-02  4,71810E-01 3,25935E-02 5,16421E-03
4 -6,60497E-02  4,64154E-01  -5,64814E-02  4,62679E-01 3,24119E-02 5,16446E-03

3 1 -6,44586E-02  4,56775E-01  -5,36856E-02  4,56763E-01  2,85409E-02  5,12869E-03
2 -6,63628E-02  4,37767E-01  -5,68378E-02  4,82740E-01 3,20508E-02 5,16813E-03
3 -6,60973E-02  4,73532E-01  -5,64203E-02  4,61102E-01 3,24081E-02 5,16546E-03
4 -6,60473E-02  4,62624E-01  -5,64737E-02  4,59244E-01 3,23839E-02 5,16389E-03

4 1 -6,58105E-02  4,54060E-01  -5,73094E-02  4,76777E-01 3,29903E-02 5,17102E-03
2
3

Quadro 5-7: Resultados da analise ao refinamento da malha, através do programa Lgje-Pol.
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Figura 5-11: Representacao grafica da evolugéo das grandezas (My ),(w®) e (U), com o
refinamento do numero de elementos e da aproximacgao.
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Conclui-se que com o refinamento da malha, a solucao converge de forma nao monoténica
para um valor fixo, como se pode verificar da analise da evolugao da energia de deformacao na

Figura 5-11. No entanto, para malha de 4 elementos, obteve-se piores resultados para (m,, ) e
(w. ), contrariando esta tendéncia. Esta aparente divergéncia da solugdo em relagdo ao

refinamento da malha, deve-se ao aparecimento de desequilibrios nas fronteiras estaticas inter-
elementares, onde no modelo HMT o equilibrio € ponderado, conforme se pode verificar na
Figura 5-12, onde se representa a solucao obtida com base na aproximacao definida nos dois

elementos adjacentes.

m m m
XX 1% Xy
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Figura 5-12: Representacao grafica das grandezas estruturais - Corte A-A’ (Aprox. 4).
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Estes desequilibrios surgem devido a forma como € definida a aproximacéao. Estas funcdes nao
sao suficientes para assegurar a continuidade ao nivel elementar das grandezas estruturais,

dando origem aos desequilibrios grosseiros entre elementos.

A correccao dessas descontinuidades esta em geral associada a um aumento das fungdes de
aproximacao do campo de deslocamentos nas fronteiras estaticas, pois este campo é utilizado
para impor o equilibrio de forma ponderada. A esse aumento esta associado o aparecimento de
dependéncias lineares no sistema governativo, o que conduz a perda do significado fisico dos
campos de deslocamentos no dominio sendo, regra geral, necessario recorrer a utilizacdo de

métodos de tratamento e eliminacdo desses modos espurios.

Na Figura 5-13 representa-se o tragado dos campos de esfor¢os e de deslocamentos ao longo
do corte AA’, obtidos considerando a aproximacao 4a), na qual se utilizou a mesma
aproximacgao para os campos de esforgos no dominio e para os campos de deslocamentos nas

fronteiras estaticas.

Conforme seria de esperar, observa-se uma melhoria geral em termos de continuidade das

grandezas estruturais. Os campos de momentos (m,, ) e do esforgo transverso (v, ), sdo

yy yz

agora praticamente continuos.

5.2.5 - ANALISE AO EFEITO DE LOCKING

O denominado efeito de locking [10] pode surgir ao analisar-se um painel de laje de reduzida
espessura, utilizando uma formulagao de lajes espessas, como a de Reissner-Mindlin utilizada
neste trabalho. Este efeito € caracterizado pela diminui¢do da flexibilidade no modelo numérico
com o aumento da esbelteza da laje, pois o termo da deformabilidade por corte torna-se
anormalmente grande e dominante face a deformabilidade por flexdo. Somos entao conduzidos

a uma solucao em que a deformacao da laje € subestimada [51, 66].

Este efeito surgiu inicialmente na formulagdo tradicional do MEF, tendo-se utilizado varias
estratégias para contornar este problema, sendo a mais comum resultante da sub-avaliacao
dos termos de matriz de rigidez, através da implementacdo de integragdes reduzidas e/ou
selectivas, tendo este método a desvantagem da possibilidade de aparecimento dos modos de

energia nula.

Os modelos HMT sao caracterizados por serem insensiveis ao efeito de /ocking [10, 43].
Contudo, interessa testar a susceptibilidade do modelo implementado no programa Laje-Pol a
este fendmeno numérico. Assim sendo, analisou-se a laje em consola apresentada na Figura 5-

14, recorrendo-se apenas a 1 elemento finito (malha 1) e a uma aproximacao do tipo 4.
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Figura 5-13: Representacao grafica das grandezas estruturais - Corte A-A’ (Aprox. 4a).

Foram efectuadas diversas andlises nas quais se variou a espessura da laje (t). Foram
considerados valores de esbelteza da laje (x:%), onde a deformabilidade de corte é

claramente dominante (t=0.5,AL =2), até valores onde a flexdo toma o papel principal do
ponto de vista das deformacdes geradas (t = 0.0001,A =10000). As espessuras consideradas

encontram-se definidas no Quadro 5.8.
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Na Figura 5-15 apresenta-se o campo de esforcos e de deslocamentos obtidos na analise da

laje através da utilizagdo do programa Laje-Pol, para o caso (t=0.01).

y a=1.00
q=1.00

A
% t - variavel
a E=1.00

Q|

v=0.30
a=0.8333
S Malha 1
X Yy 1z
a Aproximacéao 4

Figura 5-14: Definicdo das caracteristicas da laje - Analise ao efeito de /ocking.

Para analisar a susceptibilidade ao /ocking, comparam-se os valores do deslocamento
transversal no ponto A, obtidos para as diversas analises efectuadas.

Os resultados obtidos sdo apresentados no Quadro 5-8 e a sua representacao grafica encontra-
se na Figura 5-16. De modo a facilitar a comparagcéo da informacgdo, os resultados foram

normalizados através da relagéo,

w=wt?, (5.4)

pois no caso da formulacdo das lajes finas esse valor € constante para qualquer espessura
considerada. Os resultados foram ainda comparados com os provenientes da analise de um
programa comercial de elementos finitos tradicionais [55], que utiliza a formulacdo de lajes
finas, tendo-se recorrido a 2500 elementos. O resultado obtido nessa analise € tomado como

valor de referéncia,

Wref = 1.409701. (5.5)

De acordo com os resultados obtidos, a diminuicdo da espessura da laje até valores onde a
deformabilidade por corte seja desprezavel face a deformabilidade por flexdo, ndo conduz a
diminuicdo excessiva da flexibilidade. Constata-se que os deslocamentos obtidos convergem

para a solugdo que se obteria com um modelo de laje finas.
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Figura 5-15: Campos de esforcos e de deslocamentos - Analise ao efeito de /ocking (t=0.01).
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_ w/

t w Aref
0.50 1.837828 1.303700
0.40 1.693924 1.201619
0.30 1.579646 1.120553
0.25 1.533385 1.087737
0.20 1.494262 1.059985
0.15 1.462258 1.037282
0.10 1.437521 1.019735
0.05 1.420715 1.007813
0.02 1.415342 1.004001
0.01 1.414529 1.003425
0.001 1.414255 1.003230

0.0001 1.414182 1.003179

Quadro 5-8: Valores do deslocamento transversal em fung&o da espessura da laje - Ponto A.

Y

1.35
ref 1.30

1.25 -
1.20 -
1.15 4
1.10 -
1.05 -
1.00 -
0.95 1

0.90

1

0.1

0.01

0.001

[t]
0.0001

Figura 5-16: Representacao grafica da relagao (W/Wref )

Desta forma conclui-se que o modelo HMT implementado no programa Laje-Pol, se apresenta

insensivel ao fenémeno de /ocking.

5.2.6 - ANALISE DE SENSIBILIDADE A DISTORCAO DA MALHA

Para analisar a sensibilidade do modelo numeérico a distorcdo da malha, sera analisado um

painel de laje simplesmente apoiado, definido com 2 elementos, tendo-se introduzido diferentes

valores para a distorgdo da malha ao variar o valor do parametro (y) (Figura 5-17).

Séo listados os valores dos momentos flectores (mxx, my, ) , € 0 deslocamento transversal (w)

do ponto C, bem como da energia de deformagéo (U), tendo-se recorrido a duas aproximagoes

distintas. Os valores definidos na interface dos elementos foram obtidos a partir da média dos
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valores obtidos com base na aproximacao das grandezas definidas em cada um dos

elementos.

Saj

a=1.00
q=1.00
t=0.10
E=1.00
v=0.30
a=0.8333

Aproximacao 1e 4

Figura 5-17: Definicdo das caracteristicas laje - Sensibilidade a distor¢do da malha.

Para melhor aferir a sensibilidade a distorcdo da malha do modelo numérico, os resultados

apresentados foram normalizados com os valores obtidos para a malha néo distorcida
(y=0.50).
APROXIMACAO 1 APROXIMACAO 4

v M Myy w’ U M Myy w’ U
0.50 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000 | 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000
0.45 0.983701  0.961765  0.978719  0.979243 | 0.999736  1.000917  0.999719 0.999968
0.40 0.934151  0.852401  0.917801  0.920138 | 0.999009  1.003746  0.998862 0.999861
0.35 0.850847  0.687120  0.825334  0.831331 | 0.998005  1.008424  0.997378 0.999633
0.30 0.736453  0.488231  0.712663  0.724656 | 0.997101  1.015619  0.995143 0.999195
0.25 0.598620  0.280410  0.591786  0.612196 | 0.996174  1.023934  0.991898 0.998363
0.20 0.449169  0.085526  0.472977  0.503817 | 0.995178  1.034149  0.987098 0.996771
0.15 0.301455  -0.080866  0.363468  0.405961 | 0.992848  1.044168  0.979721 0.993723
0.10 0.167739  -0.210346  0.267316  0.321696 | 0.985039  1.049726  0.968135 0.988078
0.05 0.057807  -0.300114  0.186039  0.251438 | 0.965382  1.039775 0.950411 0.978262
0.01 | -0.007968  -0.342908  0.131631  0.204328 | 0.939224  1.012308  0.929660 0.965224

Quadro 5-9: Grandezas estruturais obtidas para diferentes niveis de distor¢do da malha.

Conclui-se que o modelo apresenta pouca sensibilidade a distorcado da malha, pois o erro

maximo obtido para a aproximacgao 4, foi sempre inferior a 7.1%, mesmo para valores elevados

da distor¢cdo (y = 0.01). Tal deve-se essencialmente ao elevado numero de graus de liberdade

do modelo, permitindo que a geometria da malha nao altere de forma significativa a solucao

final.

E no entanto importante verificar que com a diminuicdo do numero de graus de liberdade,

através da diminuicdo do grau maximo das fungdes utilizadas (aproximacao 1), a sensibilidade

a distor¢do aumenta drasticamente, tendo-se obtido erros face a solugdo com a malha sem

distor¢do, superiores a 100%. Procurou-se ilustrar este efeito nos graficos apresentados na

Figura 5-18.



92

ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS LAMINARES PLANAS

1,20
—C
w
1,00 — —a
0,80
0,60
0,40
0,20 -
—@— Aproximacao 1
0,00 —
— A— Aproximacéo 4
-0,20 : : : : : : : : : by
0,50 0,45 0,40 0,35 0,30 0,25 0,20 0,15 0,10 0,05 0,00
120
U
1,00 W— ===,
0,80
0,60
0,40
0,20
—@— Aproximacao 1
0,00 H
— A— Aproximacao 4
0.20 ‘ ‘ ‘ | | | | | | [v]
0,50 0,45 0,40 0,35 0,30 0,25 0,20 0,15 0,10 0,05 0,00
1,20
—C
Mixx
1,00 W — A — 4 A
0,80
0,60
e \l\
0,20
—&m— Aproximac&o 1 \-\t
0,00
— A— Aproximacao 4
020 ‘ ‘ ‘ | | | | | | [v]
0,50 0,45 0,40 0,35 030 0,25 0,20 0,15 0,10 0,05 0,00
Figura 5-18: Grandezas de comparacao obtidas para diferentes niveis de distor¢ao da

malha.
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5.3 - ANALISE ELASTOPLASTICA DE PLACAS

As analises elastoplasticas de placas foram efectuadas com recurso ao modelo elastoplastico
HMT implementado no programa Placa-Leg. Os exemplos efectuados procuraram caracterizar
0 seu desempenho em trés aspectos principais: em primeiro lugar efectuou-se um estudo a
eficiéncia das diferentes técnicas de controlo da cedéncia. Para isso, foi analisado um conjunto
de casos em que se varia tanto o tipo de técnica, como a densidade da malha de controlo.
Sempre que possivel, mantiveram-se inalterados os paradmetros nao directamente relacionados
com o controlo da cedéncia, de forma a isolar convenientemente os seus efeitos. Os resultados
obtidos foram comparados com a informacao proveniente de outros modelos numéricos, de
forma a aferir a qualidade dos resultados fornecidos pelo programa. Outro objectivo deste
capitulo consiste em efectuar analises com critérios de cedéncia adaptados a modelacéo de
materiais com resisténcia combinada atrito e coesao, nomeadamente o critério de Mohr-
Coulomb e o critério de Drucker-Prager. Nestas analises utilizaram-se estruturas simples, para
que fosse mais facil tirar conclusdes sobre os resultados obtidos. Assim sendo, como ultimo
objectivo dos exemplos com placas, procurou testar-se o modelo na analise de um caso mais
complexo e de maior dimensédo, tendo-se escolhido para o efeito, uma viga bi-encastrada com

um trogo de carga uniforme a meio vao.

No que diz respeito ao programa Placa-Leg, o seu algoritmo engloba cerca de 30 rotinas
exclusivamente de calculo. No entanto, o nimero total de rotinas eleva-se as varias centenas,
pois foi desenvolvida uma interface gréafica para o algoritmo. O programa foi estruturado em trés
grandes modulos (pré-processamento, processamento, pos-processamento). Mais uma vez, a
saida dos resultados é feita recorrendo as rotinas de visualizacdo 7oo/vis, desenvolvidas para
este trabalho.

Para definir as aproximacgoes, € necessario fornecer ao programa o conjunto de parametros
(gsv» 9w, 9uwy) que representam, respectivamente, o grau maximo da aproximagdo para 0s
campos de tensdes no dominio, de deslocamentos no dominio e de deslocamentos nas
fronteiras estaticas. Desta forma, cada aproximacao fica definida pela combinagdo, em uma ou
duas direcgobes, das fungdes de Legendre de grau zero até ao respectivo grau maximo, definido
por cada um dos parametros anteriores. Salienta-se que a combinag¢do dos graus maximos das
aproximacoes € definida, mais uma vez, de forma a evitar a presenca de dependéncias lineares
no sistema governativo. Assim sendo, o grau maximo dos campos de tensdes deve ser sempre

superior ao grau maximo dos campos de deslocamentos.

Em todos os problemas apresentados neste capitulo, foram definidos 3x3 pontos de Gauss nas

células plasticas e as seguintes tolerancias (Tol_® =1x10""") e (Tol_R = 1x10""2).
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5.3.1 - ANALISE DAS TECNICAS DE CONTROLO DE CEDENCIA

Para estudar a eficiéncia das técnicas de controlo da cedéncia implementadas, analisou-se
uma placa quadrada em consola sujeita uma carga uniforme no topo (Figura 5-19). A estrutura
foi discretizada recorrendo a apenas um elemento finito e implementou-se o critério de

cedéncia de von Mises.

y by=h EPT

HEEREN [3] {3} [4] a=1.00
T e X | ! E=1.00
v=0.30
of 4 F 7 @ ® g T
Guy =15
gu, =15

¥ 4A B C Ei=0

! a ! X [1] {1 [] von Mises (o4 =1.00)

Figura 5-19: Definicdo das caracteristicas da placa quadrada em consola.

Para aferir a qualidade dos resultados obtidos do programa Placa-Leg, efectuou-se a analise
deste mesmo exemplo com um programa de elementos finitos comercial (A.D.I.N.A. [1]). Este
programa utiliza a formulacao de elementos finitos tradicionais (formulacdo de deslocamentos)
e para o caso em estudo, recorre a um modelo de plasticidade associada. A consola foi
analisada recorrendo a 225 elementos 2D de 8 nos e obtiveram-se os resultados apresentados

na Figura 5-20.

Estes resultados foram considerados como valores de referéncia para as analises efectuadas

com o modelo HMT. Comparou-se tanto o valor final do pardmetro de carga (L. = 0.4215),

como a evolucgao do diagrama carga vs magnitude do deslocamento do ponto F (Figura 5-19).

Para se estudar a eficiéncia das técnicas de controlo da cedéncia foram elaborados 16
modelos, definidos com diferentes combina¢des de pontos de colocacado e de células plasticas
(Quadro 5-10). Era possivel definir pontos de colocacgao localizados em pontos de Gauss ou em
pontos de Lobatto. No entanto, optou-se por definir uma malha uniforme de pontos
equidistantes entre si. Foram utilizadas células plasticas com uma, quatro e nove fungdes de

aproximagdo dos incrementos dos pardmetros plasticos (P,), a que designaremos

simplificadamente neste capitulo por CEL7, CEL4e CELY.
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 0.4500
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F 404500
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(@)
Deslocamentos Células Plasticas Def. Plastica Efect.
i

Figura 5-20: Resultados de um programa de elementos finitos tradicionais (adap. de [1]).

DESIGNAGAO Tipo de Controlo Cedéncia nz:sltzr::t;);a(;e n;gsiliiis nocl\ggg:csi:e
MODELO 1 Pontos de Colocacéo 10x10=100 0 100
MODELO 2 Pontos de Colocagao 15x15=225 0 225
MODELO 3 Pontos de Colocagao 20x20=400 0 400
MODELO 4 Pontos de Colocagao 30x30=900 0 900
MODELO 5 Células Plasticas - CEL1 0 5x5=25 25
MODELO 6 Células Plasticas - CEL1 0 10x10=100 100
MODELO 7 Células Plasticas - CEL1 0 15x15=225 225
MODELO 8 Células Plasticas - CEL1 0 20x20=400 400
MODELO 9 Células Plasticas - CEL4 0 5x5=25 100
MODELO 10 Células Plasticas - CEL4 0 10x10=100 400
MODELO 11 Células Plasticas - CEL4 0 15x15=225 900
MODELO 12 Células Plasticas - CEL4 0 20x20=400 1600
MODELO 13 Células Plasticas - CEL9 0 5x5=25 225
MODELO 14 Células Plasticas - CEL9 0 10x10=100 900
MODELO 15 Células Plasticas - CEL9 0 15x15=225 2025
MODELO 16 Células Plasticas - CEL9 0 20x20=400 3600

Quadro 5-10: Caracteristicas dos modelos analisados - Controlo da cedéncia.

Foi necessario definir o ponto de paragem para o calculo, pois da forma como o modelo
numeérico esta definido, o calculo evolui com incrementos de carga muito pequenos que vao
dando origem a deformagdes muito grandes. Definiu-se para todos os modelos analisados, que
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o colapso da estrutura, e o consequente final do calculo, acontece sempre que a magnitude do

deslocamento no ponto F (3;), obtido da aproximagdo do campo de deslocamentos no
dominio, for igual ou superior a dez (8; >10). Este valor numérico foi escolhido pelas seguintes

razdes: em primeiro lugar, € um valor que esta associado a uma resposta da estrutura na sua
globalidade plastica e por outro lado os incrementos de carga nesta fase sdo ja muito
pequenos. Ao valor do parametro de carga obtido nesse instante, considerou-se como o valor

de colapso da estrutura e denominou-se por (4, ).

Nas figuras 5-21 a 5-25 representam-se os campos de tensoes (GXX,ny,GXy ) 0s campos de
deslocamentos no dominio (u, ), os modos de cedéncia activos (a vermelho) e o gréfico carga-

deslocamento (L—8&;), respectivamente para os modelos 4, 8, 12 e 15. A Figura 5-21 ilustra a

situacao da estrutura do Modelo 4 no final do incremento de carga onde se activa o primeiro
modo de cedéncia, enquanto que as restantes referem-se ao final do incremento de carga onde

foi atingida a condicao de colapso convencionada.

No Quadro 5.11 apresentam-se os resultados obtidos para a carga ultima nos diferentes
modelos analisados.

Ay

Sf 7\‘u Aef
MODELO 1 10.00 0.8157 1.9352
MODELO 2 10.00 0.6311 1.4972
MODELO 3 10.00 0.5755 1.3652
MODELO 4 10.00 0.4237 1.0053
MODELO 5 3.4981 0.57808 1.3715
MODELO 6 10.00 0.44606 1.0583
MODELO 7 10.00 0.4318 1.0244
MODELO 8 10.00 0.4226 1.0026
MODELO 9 3.4614 0.5630 1.3358
MODELO 10 10.00 0.4360 1.0344
MODELO 11 10.00 0.4223 1.0019
MODELO 12 10.00 0.4168 0.9889
MODELO 13 10.00 0.6279 1.4897
MODELO 14 10.00 0.4326 1.0264
MODELO 15 10.00 0.4190 0.9941
MODELO 16 10.00 0.4162 0.9874

Quadro 5-11: Valores finais para o parametro de carga (1) - Modelos 1 a 16.

Salienta-se que para os modelos 5 e 9, a forma grosseira utilizada para o controlo da
plasticidade, conduziu a situagcdes em que nao foi possivel obter convergéncia, ou em que os
incrementos de carga foram tdo pequenos que levaram a considerar-se que a analise terminou

prematuramente.
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Figura 5-21: Resultados obtido para o Modelo 4 - Fim da fase elastica,

Activacao do primeiro modo de cedéncia.
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Figura 5-25: Resultados obtidos para o Modelo 15 - (&;
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As figuras 5-26 a 5-29 ilustram o andamento da relagéo entre o valor da carga (A) e a
magnitude do deslocamento no ponto F (3; ), tendo sido agrupados os modelos em fungao da

técnica de controlo ou do tipo de células plasticas.

Da comparacdo entre os resultados apresentados na Figura 5-26 e 5-27, observa-se que
apenas no Modelo 4 (900 pontos de colocacido) os resultados se aproximaram dos de
referéncia, enquanto que para os Modelos 6, 7 e 8 (100, 225 e 400 células plasticas do tipo

CELT) o andamento foi semelhante ao da curva de referéncia.

0.90 -

A

0.75 -

0.60 -

0.45 4

0.30 1 - - - REFERENCIA

——MODELO 1

——MODELO 2
MODELO 3

——MODELO 4
0.00 T T T T T T T 7 7 )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 S 10
f

0.15 4

Figura 5-26: Grafico Carga-Deslocamento - Pontos de Colocacao.
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Figura 5-27: Gréfico Carga-Deslocamento - Células Plasticas do tipo CEL7.
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Da comparacao dos resultados apresentados na Figura 5-28 e 5-29, conclui-se que a utilizacao
de células plasticas do tipo CELY, face as células tipo CEL4, traz poucos beneficios em termos
da qualidade dos resultados, pois no que diz respeitos aos andamentos obtidos e ao parametro

de carga final (1, ), os resultados sdo muito semelhantes. No entanto, é preciso salientar que o

numero de modos de cedéncia correspondentes a utilizacao de células do tipo CELY, é superior

ao dobro do que se obtém quando se adopta a utilizacado de células do tipo CELA4.
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Figura 5-28: Gréfico Carga-Deslocamento - Células Plasticas do tipo CEL4.
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Figura 5-29: Grafico Carga-Deslocamento - Células Plasticas do tipo CEL9.
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Para melhor podermos comparar a eficiéncia das técnicas de controlo implementadas, ilustram-
se na Figura 5-30 os resultados normalizados do parametro de carga ultimo, face ao numero de
pontos de coloca¢do ou células plasticas e na Figura 5-32 face ao numero total de modos de

cedéncia.

Da analise da Figura 5-30, sobressai mais uma vez o numero elevado de pontos de colocagéo
necessarios a obtencao de solucbes com resultados finais semelhantes aos de referéncia.
Observa-se também que, para os diversos tipos de células plasticas, os resultados obtidos
foram semelhantes. Assim sendo, a melhoria de resultados deu-se essencialmente com o
aumento do numero das células plasticas e ndo com o aumento do numero de modos de

cedéncia definidos em cada célula.

A 2.00
u —s— Pontos de Colocacao
e , .
re 1.80 - —e— Células Plasticas - CEL1
—a— Células Plasticas - CEL4
160 4 Células Plasticas - CEL9
1.40 A
1.20 ~
1.00 A
080 T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Numero de pontos de colocag&o ou de células plasticas

Figura 5-30: Comparacéo do valor final do parametro de carga com o numero de pontos de
colocacgao ou células plasticas.

Quando se compara a relagéo entre a qualidade dos resultados finais obtidos € o niumero de
modos de cedéncia (Figura 5-31), conclui-se que as melhores relagdes sao obtidas com as
células plasticas tipo CEL1, enquanto que os piores resultados sdo obtidos com os pontos de

colocacao e com as células plasticas do tipo CEL9.

De acordo com estes resultados, desaconselha-se a utilizacdo de células plasticas com um
elevado numero de modos de cedéncia, pois conforme se pode verificar facilmente nas Figuras
5-24 e 5-25, as respostas em regime elastoplastico desenvolveram-se activando em cada
célula um numero pequeno de modos de cedéncia. No entanto, ha que ter em conta que uma

maior variedade de fungdes de aproximagdo dos parametros plasticos (P, ), pode permitir uma
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maior qualidade na simulagao do aparecimento e desenvolvimento das deformacodes plasticas,

embora neste caso nao tivesse conduzido a uma melhoria significativa de resultados.

A 2.00
. u —=— Pontos de Colocagéo
refllso | —e— Células Plasticas - CEL1
—— Células Plasticas - CEL4
1.60 | Células Plasticas - CEL9
\
1.40 \
1.20 |
1.00
0.80 T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Numero de modos de cedéncia

Figura 5-31: Comparacao do valor final do parametro de carga com o numero total de modos
de cedéncia.

As Figuras 5-32 e 5-33 representam os campos de tensdes (representados ao longo de cortes
definidos na Figura 5.19) provenientes da analise do Modelo 4, obtidos respectivamente no final
do incremento de carga onde se activa o primeiro modo de cedéncia (fim do comportamento

elastico) e para a carga ultima da estrutura (8; =10).

Com as analises destes graficos pretende-se identificar e discutir algumas situagdes de falta de

equilibrio e a tendéncia das fungdes de Legendre em gerar solugdes com algumas oscilagoes.

Da analise da Figura 5-32 observa-se claramente dois comportamentos distintos. Nos cortes
efectuados ao longo da fronteira onde é aplicada a carga (Corte G-lI) e da fronteira do
encastramento (Corte A-G), a solucao obtida é claramente oscilante. Por outro lado nos cortes
efectuados no interior dos elementos, a solugdo apresenta uma forma suave. O problema é
causado pela alteracdo das condi¢des de fronteira nos cantos (A, G) que fazem com que o
modelo mobilize um polindmio de grau elevado de forma a representar de forma conveniente os

gradientes elevados na zona dos cantos. Observa-se uma acentuada falta de equilibrio entre a

carga aplicada na fronteira G-I e a tensado (cyy), 0 que facilmente podera introduzir

comportamentos artificiais nas analises elastoplasticas, nomeadamente zonas que plastificam
inesperadamente.
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Figura 5-32: Representagao dos campos de tensdes ao longo de cortes - Modelo 4 (1=0.09).
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Corte G-I
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Corte A-G
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Figura 5-33: Representacéo dos campos de tensdes ao longo de cortes - Modelo 4 (&; =10).
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Na Figura 5-33 observam-se nas fronteiras dos elementos as mesmas oscilacoes e as mesmas
faltas de equilibrio identificadas anteriormente. No entanto, observa-se também um aumento
das oscilagdes no interior. A sua principal causa esta relacionada com as restricbes que o
modelo elastoplastico introduz a evolugdo do campo estatico. Neste caso, estas restricdes sao
aplicadas de forma pontual, facilitando a mobilizagdo de gradientes elevados na sua

proximidade e gerando consequentes oscilagdes no restante dominio.

Na sequéncia das analises efectuadas para o estudo da eficiéncia das diferentes técnicas de
controlo da cedéncia, considerou-se pertinente estudar casos em que se utilizasse em
simultdneo a técnica dos pontos de colocagdo e a técnica das células plasticas, a que
designaremos por 7écnica Mista. Procurou-se desenvolver e testar estratégias de controlo de
cedéncia que permitissem obter solucbes de melhor qualidade com recurso a um menor

numeros de modos de cedéncia.

Analisaram-se dois modelos definidos com recurso as células plasticas do tipo CEL1, que
conforme ja foi referido, revelaram a melhor relagdo entre a qualidade dos resultados e o
numero de modos de cedéncia. Foi ainda incluido nas extremidades dos elementos um
conjunto de pontos de colocacdo equidistantes, de forma a contrabalangar com um pequeno
acréscimo de modos de cedéncia, o inconveniente da técnica das células plasticas associado
ao facto de n&o controlar isoladamente os pontos nas extremidades dos elementos, onde se
geram picos de tensdo. As caracteristicas destes modelos encontram-se indicadas no Quadro
5.12.

- o 0 Cé [¢]
DESIGNACAO | Tipo de Controlo Cedéncia | " ontosde  n°Celulas — n°Modos de
Colocacgao Plasticas Cedéncia
MODELO 17 Misto (CEL1+P.Colocacg&o) 42 100 142
MODELO 18 Misto (CEL1+P.Colocagao) 62 225 287

Quadro 5-12: Caracteristicas dos modelos analisados com a 7écnica Mista.

Os resultados obtidos encontram-se ilustrados nas Figura 5.34 e 5.35 e no Quadro 5-12, onde

(A) representa o erro relativo referente a avaliagéo do valor da carga de rotura (1, ).

N° Modos de A
cedéncia }\'U /kref A
MODELO 6 100 0.44606 1.0583 5.83%
MODELO 7 225 0.4318 1.0244 2.44%
MODELO 8 400 0.4226 1.0026 0.26%
MODELO 17 142 0.43942 1.0425 4.25%
MODELO 18 287 0.42043 0.9975 0.25%

Quadro 5-13: Valores finais para o parametro de carga (1) - Técnica Mista.
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Figura 5-35: Grafico Carga-Deslocamento - 7écnicas Mistas.

Da analise do Quadro 5-13 e da Figura 5.35, observa-se que a qualidade da solugéo obtida
pelo Modelo 17 superou a do Modelo 6, aproximando-se dos resultados do Modelo 7 que é
definido com maior niumero de células e de modos. Ja para a analise com o Modelo 18, os
resultados obtidos superaram largamente os do Modelo 7, chegando mesmo a ser mais

préximos da solucéo de referéncia (. ) que os obtidos pelo Modelo 8.

Salienta-se que como as solucdes obtidas nao sao nem equilibradas nem compativeis, nada se
pode concluir com base nos teoremas de andlise limite. Apenas com consideracoes
energéticas mais avancadas, seria possivel estabelecer consideragcbes sobre quais as
melhores solucdes. Esse tipo de analise sai fora do dmbito deste trabalho, tendo-se procurado

apenas comparar os resultados obtidos com os provenientes do teste de referéncia.

Para ilustrar a evolucédo da activacao dos modos de cedéncia, representa-se na figura 5-36, a

sua evolucao para a analise efectuada com o Modelo 18.

5.3.2 - IMPLEMENTACAO DOS CRITERIOS DE CEDENCIA ALTERNATIVOS

Conforme ja foi referido, um dos objectivos deste trabalho consiste em implementar no modelo
HMT, condicoes de cedéncia que permitam simular o comportamento de materiais com
resisténcia combinada de atrito e coesdo. Assim sendo, procurou-se implementar e testar os

critérios de Mohr-Coulomb e de Drucker-Prager, definidos no Capitulo 4 e no Anexo E.
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1 modo activo 4 modos activos 10 modos activos 22 modos activos

i '
4

A =0.0900 A =0.2740 A = 0.3650 A =0.3917
34 modos activos 39 modos activos 45 modos activos 56 modos activos
| |
’ ! !
A =0.4125 r=0.4167 A =0.4177 A =0.4204

Figura 5-36: Evolucao da activacdo dos modos de cedéncia - Modelo 18.

No que diz respeito ao critério de cedéncia Mohr-Coulomb, o autor testou algumas formas
alternativas para a definicao deste critério, assim como para as suas derivadas [35, 36, 67]. No
entanto, todas as tentativas de analise de exemplos com esta condicdo de cedéncia
terminaram prematuramente com falta de convergéncia. A maior complexidade na sua
definicdo matematica e os problemas associados aos pontos onde as derivadas podem tomar
valores multiplos (arestas da superficie de cedéncia), conduziu a que se tivessem concentrado
os esforcos na aplicagao da condicao de cedéncia de Drucker-Prager. Este critério, para além
de estar definido de forma a se aproximar ao critério de Mohr-Coulomb (através da defini¢cao
dos parédmetros o e k), tem uma definicho matematica mais simples e permite evitar os

problemas numéricos nas arestas.

O critério de Drucker-Prager foi implementado no programa Placa-Leg. Para testar o seu
desempenho, analisou-se mais uma vez a consola quadrada apresentada na Figura 5-19.

Considerou-se um conjunto de exemplos definidos com pequenas variagdes do angulo de atrito

(¢) e com um valor fixo da coesédo de (\/571), para que os resultados fossem da mesma

ordem de grandeza dos que foram obtidos com a condi¢cdo de cedéncia de von Mises.

Os resultados obtidos encontram-se ilustrados nas Figura 5.37 e 5.38 e no Quadro 5-14.



112 ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS LAMINARES PLANAS

10

g

0

0.4

Modos Activos

274
1.09
0.54
-0.55
-1

-1 .65
73
1262

0E 08 1
Factor de Ezcala; 0.015

0.4

nz

a

Figura 5-37: Resultados obtidos para o Modelo 25 - Modelo 25 - (8;=10).
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A aplicacao do critério de Drucker-Prager no modelo HMT desenvolvido conduziu a obtencao
de bons resultados. A convergéncia foi obtida regra geral de forma eficiente, permitindo que a
analise considerasse incrementos de carga maiores dos que puderam ser considerados na

analise de exemplos semelhantes recorrendo ao critério de von Mises.

Da analise dos resultados obtidos, observa-se claramente a menor resisténcia a trac¢do do
material, presente tanto na activacdo em primeiro lugar das células plasticas no topo do
encastramento, pois 0 comportamento € predominantemente do tipo flexdo, como no maior

trogo em tracgdo no encastramento (o,,) € consequente abaixamento da linha neutra.

Observa-se também coeréncia nos valores finais do parédmetro de carga para os diversos
valores do angulo de atrito considerados (Figura 5-38), tendo-se obtido um parametro de carga

mais elevado para o modelo definido com um angulo de atrito de 30°.

c ¢ [O] 6f 7\'u
MODELO 19 0.577352 0 10 0.49844
MODELO 20 0.577352 5 10 0.51282
MODELO 21 0.577352 10 10 0.52528
MODELO 22 0.577352 15 10 0.53561
MODELO 23 0.577352 20 10 0.54361
MODELO 24 0.577352 25 10 0.54896
MODELO 25 0.577352 30 10 0.55124
MODELO 26 0.577352 35 10 0.54979
MODELO 27 0.577352 40 10 0.54350
MODELO 28 0.577352 45 10 0.53063
MODELO 29 0.577352 50 10 0.50842
MODELO 30 0.577352 55 10 0.47539
MODELO 31 0.577352 60 10 0.43182

Quadro 5-14: Valores finais para o parametro de carga (A ) - Critério de Drucker-Prager.

0.60
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0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

0[]

Figura 5-38: Evolugao do parametro (1, ) para os diferentes valores do dngulo de atrito.
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5.3.3 - ANALISE DE VIGA BI-ENCASTRADA

Neste exemplo procurou-se analisar o desempenho do modelo HMT, para casos mais
complexos e com maior dimensdo (numero de elementos e numero de graus de liberdade). Foi
analisada a viga bi-encastrada com um troco de carga uniforme a meio vao, representada na
Figura 5-39.

y Fot=a
C [
A 5=
?I @ 2 @ @ &
1 3.00 ! 3,00 1 1,00 ! 3,00 1 3,00 1
EPT; E=1.00; v=0.30; gs,=16; g, =9, =15 E;=0; vonMises (c.4=1.00)

Figura 5-39: Definicdo das caracteristicas da Viga Bi-Encastrada.

O controlo da plasticidade foi efectuado recorrendo a 390 células plasticas do tipo CEL 7, tendo-
se definido malhas mais apertadas (maior densidade) nas zonas onde se previa o

aparecimento de deformacoes plasticas (encastramentos e a meio vao).

Teria sido possivel ter tirado partido da simetria da estrutura e do carregamento. No entanto,
optou-se por analisar a totalidade da estrutura, de modo verificar se a solu¢do obtida preserva a

simetria.

Foi novamente necessario definir o ponto de paragem para o calculo. Desta vez nao se definiu
um valor fixo, mas considerou-se que a estrutura nao tinha mais rigidez quando os incrementos

de carga fossem muito pequenos (Al=~1.0e-007), o que aconteceu para um valor do

parametro de carga de (1=0.1756).

Na Figura 5-40 encontra-se representado os campos de tensdes (cxx,cyy,cxy ) 0s campos de
deslocamentos no dominio (u, ), os modos de cedéncia activos e o grafico carga vs magnitude

do deslocamento referente ao ponto de coordenadas (6.5;0.5). A Figura 5-41 ilustra a

evolucao da activacao dos modos de cedéncia e na Figura 5-42 encontra-se representado um

corte no campo de tensdes, segundo a direccao C-D.
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se o aparecimento de deformacgoes tipo rétula plastica nos encastramentos e a meio vao. No
que diz respeito aos campos de tensdes, estdo mais uma vez presentes os problemas tipicos
dos modelos HMT ja referidos anteriormente, nomeadamente falta de equilibrio nas interfaces

dos elementos e a falta de equilibrio na fronteira onde é aplicada a carga (Figura 5.42).

A =0.1200 4 Modos Activos
=1 H
=1 1 |
A =0.1358 18 Modos Activos
[mm N 1un|
(== T 1 |
A =0.1483 36 Modos Activos
H:I____ A ___J:H
m jssnmannnl -
A =0.1523 50 Modos Activos
jEN | |EEEEEEEE| | 111
B Siiiitiiis FHEE
A =0.1617 64 Modos Activos
jEEnI |IIIIIIIII| 1111

A =0.1722 100 Modos Activos
5 =
A =0.1756 144 Modos Activos

Figura 5-41: Evolucao da activacao dos modos de cedéncia - Viga Bi-Encastrada.
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Figura 5-42: Representacao dos campos de tensdes ao longo do corte C-D,
Viga Bi-Encastrada (1=0.1756).






Capitulo 6

Conclusoes e Desenvolvimentos
Futuros

6.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo tem como objectivo apresentar as conclusdes finais da dissertacao. ldentificam-se
também os desenvolvimentos futuros que se prevéem mais relevantes na sequéncia deste

trabalho.

O objectivo inicial do trabalho residia na elaboracdo de um modelo HMT para a analise
elastoplastica de estruturas laminares planas. O modelo deveria ser caracterizado pela
utilizacdo do método de Newton-Raphson na resolucéo do sistema de equagfes nédo lineares e
incorporar critérios de cedéncia que permitissem modelar materiais com resisténcia combinada
de atrito e coesdo. Outro objectivo deste trabalho consistia na implementacdo e no estudo de
diferentes técnicas para o controlo da cedéncia, nomeadamente da técnica baseada em pontos

de colocacédo e da técnica baseada na definicdo de células plasticas.

Para este efeito foram desenvolvidos dois programas de célculo: o primeiro programa,
denominado Laje-Pol, efectua a analise elastica de lajes de Reissner-Mindlin. E ainda
caracterizado pela utilizacdo de funcdes polinomiais na aproximacao das grandezas estruturais.
Posteriormente, foi desenvolvido um programa para a andlise elastoplastica de placas (EPT e

EPD), denominado por Placa-Leg. O programa utiliza funcdes de Legendre na aproximacao

119
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das grandezas estruturais e foi desenvolvido de modo a satisfazer os objectivos desta

dissertacéo.

6.2 - CONCLUSOES

Embora o modelo implementado no programa Laje-Po/nao satisfaca a totalidade dos objectivos

da dissertacdo e a sua implementacdo tenha tido um caracter de introducéo as formulactes

nao convencionais, os testes efectuados ao modelo implementado no programa Laje-Pol/

permitiram tirar conclusfes que se consideram relevantes, justificando a sua inclusdo nesta

dissertacdo. Assim sendo, foi possivel obter as seguintes conclusées:

ii)

Vi)

Para problemas de geometria simples, 0 modelo implementado no programa Laje-Pol
revelou-se bastante eficaz, fornecendo solu¢des idénticas a outros modelos numéricos, ou

mesmo quando disponiveis, a solu¢des obtidas por via analitica.

O refinamento da solu¢cdo com base no incremento do grau maximo das funcdes de
aproximacao originou sistemas de equacdes com problemas de condicionamento, pois
para graus elevados verifica-se uma crescente semelhanca da forma das funcbes de

aproximacao utilizadas.

O refinamento da malha (refinamento-/) revelou-se eficaz como forma de aumentar a
capacidade do modelo em recuperar solu¢cdes mais complexas. Este tipo de refinamento
permite aumentar o nimero de graus de liberdade do modelo, evitando os ja referidos
problemas de mau condicionamento do sistema governativo. A (nica desvantagem
identificada para esta técnica encontra-se relacionada com o aparecimento de
desequilibrios na interface de elementos adjacentes. No entanto, este efeito é atenuado

guando se aumenta o niumero de elementos.

Para os exemplos mais complexos, com fortes singularidades, foi também possivel obter
solu¢cBes de boa qualidade. No entanto, ao contrario do que é usual nos modelos HMT,
foram utilizadas técnicas de refinamento-/ em detrimento da técnica de refinamento-p, a

qgual é usualmente a mais eficaz neste tipo formulagoes.

As analises efectuadas ao /ocking confirmaram a esperada insensibilidade dos modelos

HMT a este efeito.

As analises de sensibilidade a distorcdo da malha demonstraram bom desempenho do
modelo HMT implementado no programa Laje-Pol, mesmo para graus de distorcdo muito

elevados.



CONCLUSOES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 121

vi) Do ponto de vista do tempo de calculo consumido nas andlises dos exemplos

apresentados nesta dissertacdo, o desempenho do programa foi de ma qualidade. O que
mais condiciona esse fraco desempenho sdo as elevadas dimensbes do sistema
governativo HMT, o facto de ndo ter sido possivel estabelecer nenhuma relacao de
ortogonalidade entre as fun¢des de aproximacao, e por ultimo, a falta da eficiéncia, deste
ponto de vista, do ambiente computacional em que o programa foi desenvolvido.

viii) Como concluséo final, desaconselha-se a utilizacdo de modelos HMT definidos com este

tipo de funcdes de aproximacéo, uma vez que ndo permitem explorar de forma eficiente
todas as potencialidades dos modelos HMT. A sua principal desvantagem reside nos
problemas numéricos que originam as funcbes de grau elevado, indo contra toda a

“filosofia” de macro-elementos subjacente a este modelo de elementos finitos.

Os testes efectuados ao modelo elastoplastico HMT para a analise de placas (EPT e EPD),

implementado no programa Placa-Leg, permitiram tirar as seguintes conclusoes:

)

i)

ii)

O funcionamento geral do modelo revelou-se eficiente e estavel, tanto em analises

elasticas como em analises elastoplasticas.

As funcbes de Legendre revelaram um bom comportamento numérico e permitiram obter
solucdes de boa qualidade, mesmo quando os campos aproximados apresentam elevados
gradientes. A ortogonalidade é uma propriedade muito importante destas fungdes, pois
permite obter sistemas governativos com elevados niveis de esparsidade, o que conduz a
reduzidos tempos de montagem e de resolugao. Outro factor muito importante associado a
utilizacdo dos polindmios de Legendre esta relacionado com o facto de ser possivel a
determinagdo de expressfes analiticas para os integrais envolvidos na definicdo dos

operadores estruturais.

O método de Newton-Raphson mostrou-se eficaz na resolucdo do sistema de equacdes
nao lineares. Revelou-se ainda a altura das expectativas criadas a partida, apresentando-
se para as situacdes estudadas estavel do ponto vista numérico e permitindo assegurar a

convergéncia em cada passo de carga com recurso a um namero aceitavel de iteracoes.

Embora ndo tenha sido efectuada uma comparacdo directa com o método das
Perturbac6es, muito utilizado noutros modelos HMT, tudo leva o crer que em condi¢bes

semelhantes o algoritmo que recorre ao método de Newton-Raphson seja mais rapido.
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v) Ao contrario do que se passa com 0 método das Perturbacdes, o método de Newton-
Raphson torna possivel, que num dado passo de carga, seja activado varios modos de
cedéncia. Outra vantagem importante associada a utilizacdo do método de Newton-
Raphson esté relacionada com o facto de ser possivel considerar incrementos de carga
maiores. O processo iterativo baseado no método implicito de Euler permite minimizar os
erros acumulados na integracdo das relagdes constitutivas. Quando comparado com o
método das perturbacdes, a principal desvantagem do algoritmo implementado reside no
facto da técnica iterativa adoptada conduzir a um aumento muito significativo do nimero de

resolucdes do sistema governativo que se torna necessario efectuar.

vi) E ainda de salientar que o algoritmo € bastante sensivel as tolerancias consideradas, tanto
na definicdo do zero para a condi¢do de cedéncia (activagédo e desactivacdo de modos de
plastificacéo), quanto na definicdo do residuo minimo a considerar em cada incremento de

carga.

vii) Os critérios de cedéncia de von Mises e de Drucker-Prager funcionaram de forma estavel
com o modelo HMT implementado, produzindo os resultados esperados. O critério de
Mohr-Coulomb necessita ainda de um estudo mais aprofundado, no que diz respeito ndo sé
a definicdo da funcdo de cedéncia e das suas derivadas, mas também na correc¢do dos

problemas gerados nas arestas das superficies de cedéncia.

viii) Tanto a técnica de controlo da cedéncia recorrendo a pontos de colocacdo, como a que se
baseia na definicdo de células plasticas, funcionaram bem com o modelo implementado no
programa Placa-Leg. A andlise comparativa dos dois métodos permitiu concluir que a
técnica de controlo baseada na definicdo de células plasticas é globalmente mais eficiente

gue a técnica baseada em pontos de colocacgéo.

ix) Quando se adopta a técnica de controlo baseada em células plasticas, os resultados
obtidos foram fortemente condicionados pelo numero de células plasticas e praticamente
independentes do niumero de modos de cedéncia considerados em cada uma das células.
Concluiu-se que o tipo de células mais eficiente é o que recorre a apenas uma fungéo de
aproximacao dos incrementos dos parametros plasticos (CELZ).

X) No que diz respeito a rapidez de célculo, a técnica baseada em pontos de colocacédo é
inicialmente mais rapida, pois permite dispensar as integragdes numéricas. No entanto, a
medida que aumenta o nimero de modos de cedéncia activos, torna-se necessario definir

incrementos de carga cada vez mais pequenaos para assegurar a convergéncia do processo
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Xi)

xii)

iterativo. Tal facto conduz a uma perda global de eficacia perante a utilizacdo da técnica

baseada na definicdo de células plasticas.

Neste trabalho desenvolveu-se e testou-se uma configuracdo mista, que combina as duas
técnicas de controlo atras referidas. A denominada 7écnica Mista, permitiu obter resultados
de idéntica qualidade, com recurso a um menor niumero de modos de cedéncia, sendo

portanto aconselhavel a sua utilizagdo.

Nos exemplos efectuados, observou-se que existe um limite a partir do qual 0 nimero de
graus de liberdade associados as aproximacgdes dos campos de tensfes limita 0 nimero
total de modos activados. Como o estudo deste assunto sai fora do &mbito deste trabalho,

nao se procurou identificar esse limite.

xiii) Observou-se que em alguns exemplos efectuados se registou o aparecimento de

plastificacGes artificiais. Uma das suas causas estd relacionada com as oscilacées nos
campos de tensdes provocadas pela utilizacdo das funcbes de Legendre e pela
mobilizacdo de polindomios de grau elevado, devido aos elevados gradientes em zonas com
singularidades. Outro factor que contribuiu para algumas perturbagbes na evolucdo da
plastificagcéo, corresponde as descontinuidades que aparecem nos campos de tensdes nas
interfaces entre elementos adjacentes. A técnica de controlo de cedéncia com base em
células plasticas é menos susceptivel a este fenémeno, uma vez que efectua uma média

ponderada no seu dominio e ndo um controlo pontual.



124

ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS LAMINARES PLANAS

6.3 - DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Em seguida apresentam-se 0s temas que se consideram mais relevantes e pertinentes para

serem desenvolvidos na sequéncia desta dissertacao:

ii)

O desenvolvimento de técnicas de deteccao e eliminacdo dos modos espurios que surgem
guando néo se respeitam as regras de construcdo das aproximacoes. Desta forma, podera
ser possivel controlar ou mesmo eliminar os desequilibrios existentes nas fronteiras inter-
elementares, através do aumento do grau utilizado na definicdo da aproximacao do campo
de deslocamentos ao longo da fronteira estatica. Desta forma, espera-se melhorar a
gualidade das solucdes finais obtidas, em especial nas analises elastoplasticas que

evoluem com informacéo dada pelo campo de tensdes.

O desenvolvimento e a implementagdo em modelos HMT de leis constitutivas mais
préximas do comportamento real dos materiais estruturais, a maioria das quais necessitara
de incorporar leis de escoamento ndo associadas, definindo em separado funcdes de

potenciais plasticos e fun¢bes de cedéncia.

O desenvolvimento e implementacdo em modelo HMT de técnicas de processamento
paralelo, tornando-os mais competitivos, tendo em conta que estes modelos apresentam
um elevado numero de graus de liberdade, o que conduz a necessidade de elevados
tempos de processamento e um consideravel espagco em memoria para armazenar toda a

informacéo gerada pelo modelo numérico.
Implementacdo do modelo a problemas tridimensionais.

Possibilidade de se considerar carregamentos estaticos ndo monotonicos.



Anexo A
Formulacao de Elemento de Placa

A.1- CONSIDERACOES INICIAIS

Os elementos de placa séo utilizados para modelar situagbes onde o comportamento estrutural
se pode considerar como um estado plano de tensdo (EPT) ou como um estado plano de
deformacdo (EPD). Tém especial interesse na fase de desenvolvimento dos modelos, pois a

sua formulacao é bastante simples.

Este anexo tem como objectivo definir de forma sucinta as variaveis, operadores e relacdes
fundamentais dos elementos de placa. Textos mais aprofundados sobre o assunto podem ser
encontrados em [51, 67].

A.2 - DEFINICAO DO PROBLEMA

Considere-se o elemento de placa representado na Figura A-1, constituido por um material

homogéneo e isotrépico, com um dominio (V), delimitado por uma fronteira ('), e definido

num referencial cartesiano.

A fronteira pode ser dividida na fronteira estatica (I';), onde sdo conhecidas as tensdes

aplicadas, e na fronteira cinematica (T, ), onde s&o conhecidos os deslocamentos.
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gilisnssani:
I's

7
yL i

X

Figura A-1: Elemento de placa.

O elemento de placa encontra-se sujeito a um conjunto de for¢gas de massa e tensdes na
fronteira. Definem-se os vectores das forcas de massa (b) e das tensbes na fronteira (t), através

das suas componentes cartesianas:

b—bX Al
t

t=| " (A.2)
ty

Tendo em conta que em problemas de elasticidade plana apenas se consideram tensdes no

plano da placa (o, = oy, = 6, =0), 0 campo de tensdes em qualquer ponto fica definido pelo

vector onde se relinem as seguintes componentes independentes do tensor das tensdes:

G =|0Oyy |- (A.3)

Analogamente, as componentes do tensor das deformacdes podem ser agrupadas no vector:
SXX
€=y |- (A.49)

¥xy

O campo de deslocamentos do elemento de placa fica definido em cada ponto através das

componentes do vector dos deslocamentos :

(A.5)
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A.3 - RELACOES DE EQUILIBRIO

Tratando-se de um problema de elasticidade plana, as equacdes de equilibrio definidas em
(2.5), reduzem-se a:

Oyyx T Oyyy +0y =0"
As relagbes anteriores podem ser escritas na forma matricial, através de:

Do+b=0, (A.7)

onde o operador diferencial de equilibrio fica definido por:

20 4 20

p—| % N (A.8)
20 20

ay  Ox

Analogamente, as equacdes de equilibrio na fronteira estatica, definidas em (2.6), reduzem-se

a:
{”x O T O = , (A.9)
Ny Gyy + Ny Oyy = ty
ou escrito na forma matricial:
No=t, (A.10)

onde (N) representa a matriz que relne as componentes da normal exterior unitaria da

fronteira, vindo definida por:

(A.11)

A.4 - RELACOES DE COMPATIBILIDADE

Na hip6tese dos pequenos deslocamentos e das pequenas deformacgdes, as relagdes de

compatibilidade definidas em (2.15) para problemas de elasticidade plana, s&o definidas por:
yy =Uyy , (A.12)

ou na forma matricial:
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¢ =D"u, (A.13)

onde o operador diferencial de compatibilidade fica definido por:

9()
x
a0

D*=| 0 oy | (A.14)

20 920
ady 0Ox

A condicao de fronteira cinematica é definida por:

Ux

u., =

, , (A.15)

Uy

onde (uy) representa o deslocamento imposto na fronteira cinematica.

A5 - RELACOES DE ELASTICIDADE

Os campos de deformaces relacionam-se com os campos de tensfes através das relacdes
constitutivas, que para o caso de materiais elésticos lineares e isotrépicos, correspondem a
casos particulares da lei de Hooke.

Para estados planos de tensédo (EPT), esta lei define-se no formato de flexibilidade por [45, 63]:

Exx 1 1 —v 0 Oyx
ey | =gV 1 0 Oyy | (A.16)
Vxy 0 0 2(1+v)|oy
ou no formato de rigidez por:
Oxx £ v 0 Exx
Oy |= 1 v 1 0 Eyy |» (A.17)
ny 00 (1_ V) YXy
2

No caso de estados planos de deformacdo (EPD), esta lei define-se no formato de flexibilidade
por [38, 45]:

Eyx 1-v —v  Ol|ox
v 1-v Ojoy |, (A.18)
Yxy 0 0 2oy
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ou no formato de rigidez por:

Oyx £ 1-v v 0 Exx
= 1— , Al
oW T 14 v)(1—2v) o0 ey (A-19)
Oyy 0 0 (1—2v)||vxy
2

onde (E) representa o modulo de elasticidadee (v) o coeficiente de Poisson do material.






Anexo B
Formulacao de Lajes de
Reissner-Mindlin

B.1- CONSIDERACOES INICIAIS
A formulacdo de Reissner-Mindlin € uma das mais simples formulacfes de lajes que permite
considerar o efeito da deformacé&o por corte.

Este anexo tem como objectivo definir de forma sucinta as variaveis, operadores e relacdes
fundamentais da teoria de Reissner-Mindlin. Textos mais aprofundados sobre o assunto podem
ser encontrados em [51, 67].

B.2 - DEFINICAO DO PROBLEMA

Considere-se o elemento de laje de espessura (t), definido de acordo com o referencial

indicado na Figura B-1.:

e

Y z

Figura B-1: Elemento de laje e sistema de eixos adoptado.
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O elemento de laje encontra-se sujeito as forcas de massa aplicadas no seu plano médio,

indicadas na Figura B-2:

Figura B-2: Forcas de massa aplicadas ao elemento de laje.

Define-se o vector das forgas de massa, por:

31 31

<

b= (B.1)

o

As fronteiras do elemento podem encontrar-se sujeitas a forcas do tipo indicadas na Figura B-3:

Figura B-3: Forgas aplicadas na fronteira do elemento de laje.

Define-se o vector de for¢as na fronteira , por:

A teoria de Reissner-Mindlin considera a hipétese de ser desprezavel a tenséo (oc,,), para

qualquer carregamento aplicado a laje. Salienta-se o facto de esta hipGtese ser inconsistente
com a teoria da elasticidade tridimensional. No entanto, tal facto ndo interfere de forma
significativa com os resultados obtidos.

Escolhem-se para esforgos independentes as grandezas (my, ), (My, ), (Myy ), (Viz) € (Vy2 ),

definidas por:
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t/2 t/2 t/2
my, = f oz dz, my = f oy zdz, my = f Oy, Z dz. (B.3)
“tr2 “tr2 “tr2
t/2 t/2
Vyy = f Oy, dz, vy, = f oy, dz. (B.4)
“tr2 —t/2

Pode entdo introduzir-se o vector dos esfor¢os:

o |- (B.5)

B.3 - RELACOES DE EQUILIBRIO

Com o objectivo de escrever as equacgfes de equilibrio no dominio (2.5) em funcdo dos

esforcos considerados (s), efectuam-se as seguintes manipulag¢@es algébricas

1. Integra-se na espessura a equacdo (2.5) definida com (i=3), e aplica-se a regra de

Leibnitz (1.4), resultando:

t/2 t/2
[ f o, dz| + f oy dz| +q=0, (B.6)
~t/2 x (-t y
Vyx +Vyy + a =0. (B.7)

2. Integra-se na espessura a equacao (2.5) definida com (i=1), multiplica-se por (z), efectua-

se uma integracéo por partes (1.3) e aplica-se a regra de Leibnitz (1.4):

t/2 t/2 t/2
fcsxx.zdz + fcsyx.zdz - fcszx dz =0, (B.8)
—t/2 x  \-t/2 y 2
Mycx +Myxy — Vg +Mx = 0. (B.9)
3. Analogamente para a direc¢ao (i=2), obtém-se:
Myyx +Myy —Vy, +My =0. (B.10)

Juntando (B.7), (B.9) e (B.10), obtem-se 0 seguinte sistema de equac¢fes de equilibrio.
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) ) _ M|
/9X 0 /9)/ 1o my, Mx 0
o/ 0 _ =
0 /9y /9)( 0 L{|my |+/my|=10|. (B.11)
\ 0
8/ 9 xy q
0O 0 O /9x /8y v

A condicdo de equilibrio na fronteira estatica (2.8), no caso da formulagéo de laje de Reissner-

Mindlin, fica definida por:

Myx _
n, 0 n, 0O O0}my Mx
0 n, n, 0O Ofmgy|=|my]|. (B.12)
0 0 0 ny ng|Vy t,

Vy,

B.4 - RELACOES DE COMPATIBILIDADE

Considerando os modos de deformacéo representados na Figura B-4, os deslocamentos da

laje podem ser definidos recorrendo a:

Uy (X,y,2) = 6,(x,y).Z
uy (x,y,2) = 0,(x,y).z, (B.13)
uz(X,y,z) = w(x,y)

Nesta definicdo, o campo de deslocamentos pode ser definido recorrendo apenas a trés
componentes (ex,ey,w) , as quais definem o vector dos deslocamentos:
Ox

u:ey.
W

(B.14)

Figura B-4: Deformacao por flexdo e por corte da laje.
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A teoria de Reissner-Mindlin considera que as fibras normais ao plano médio da laje (z=0)
permanecem rectas depois da laje se deformar, mas ndo necessariamente ortogonais a esse
plano. Assim sendo, o campo de rotagbes (0;), pode ser definidko como a soma de duas
parcelas:

0, =—w; +7, ,comi=(xy), (B.15)
onde (Yiz) representa a distor¢do de fibras originalmente perpendiculares, conforme indicado

na Figura B-4, para o caso (i=x).

Introduzindo as relagbes de compatibilidade definidas em (2.15), considerando a hipétese da

linearidade geométrica e recorrendo a definicdo de distorcao (Yij = 2gj ) obtém-se o vector das

deformacdes independentes:

Exx Oyx.2Z

Eyy Oy -2

S| 0 . (B.16)
Vxy z (ex,y + ey,x)

Yxz ex + Wy

Vyz 0y +w,

Introduzindo o tensor das curvaturas, cujas componentes independentes se podem calcular
atraves de:

1 o
xi =50 +0;) Ji=i=xy, (B.17)

obtém-se o seguinte formato para as equacdes de compatibilidade no dominio:

%oo

X

Koxx 0

0 0
Xyy /ay Oy
Axy | = %y %X 0 ey ) (B.l8)
¥xz o w

1 0
Vyz 8/8)(

0 1/6y

A condicéo de fronteira cineméatica é definida por:

(B.19)

onde (u ) representa o deslocamento imposto na fronteira cinematica.

Y
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B.5 - RELACOES DE ELASTICIDADE

As expressfes que relacionam as tensdes e as deformacdes para materiais elasticos lineares

sdo obtidas directamente da teoria da elasticidade [4]:

XX

yy

7z
Xy

XZ

yz

Tratando a equacdo anterior

E

T @A+ v)a-2v)

1-v) v v 0 0 0
v 1-v) v 0 0
v v 1-v) 0 0

0 0 o =2V 0 0

2

1-2

0 0 0 0 @-2v
2

1-2

0 0 0 0 0 ( > v)

(B.20)

tendo em conta a definicho de esforcos e deformacdes

independentes, obtém-se as relacdes de elasticidade para a teoria de Reissner-Mindlin,

escritas no formato de rigidez:

c=ke&

1 v 0 0
v i 0 0

1—v
0 0 0

2
00 o0 o240V

2

00 O 0 o

onde (D;) se denomina por rigidez de flexdo da laje sendo definido por:

No formato de flexibilidade obtém-se:

e=fo &

AXX
Lyy

Txz

Tyz

AXy | =

12
Et3

3

o ET

12(1—v2)
1 —v 0 0
-v 1 0 0
0 0 2(1+v) 0

2

6
0 0 0 0

0
0 AXX
0 xyy
XY |
0 Xz
6(L—v)|lYyz
t2
0
0 Mxx
0 Myy
o ||
Vxz
@+ v)t2 Vyz
6o

(B.21)

(B.22)

(B.23)
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onde (E) representa o mdadulo de elasticidade, (v) o coeficiente de Poisson, e (a.)0 factor de
corte. Este Ultimo parametro é utilizado para corrigir o efeito da distribuicdo de tensdes

tangenciais ndo ser uniforme ao longo da espessura da laje. Usualmente toma o valor de (%) .






Anexo C
Transformacoes de Coordenadas

C.1- CONSIDERACOES INICIAIS

Este anexo tem como objectivo definir as expressées envolvidas na transformacdo de
coordenadas, de um elemento genérico trapezoidal definido no referencial global (x;,xz), para

um elemento mestre definido no referencial local (&,n).

Sdo apresentadas simultaneamente as expressbes para elementos mestres definidos nos

intervalos ([0,1]) e ([-1,1]), pois foram ambos utilizados neste trabalho.

C.2 - DEFINICAO DA TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Considere-se um elemento trapezoidal de 4 nés, definido no sistema de eixos globais (x1,X2).
Pretende-se efectuar uma transformacéo de coordenadas de um elemento mestre definido no

sistema de eixos (§,n), conforme indicado na figura C-1.

Para a definicAo da geometria do elemento, considera-se uma aproximacao do tipo bilinear

(figura C-2), definida para o elemento mestre ([0,1]) por:

139
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v =@0-8@—m)

WZZEO—M , (C.1)
Y3z =acm
va=00-8n
e para o elemento mestre ([-1,1]) por:
1 =Y, 0-8)a—n)
V2 = ¥ 0+ 8)1—n) 2
v =Y,0+ 90+ '
va = Y,0-E)L+n)
y(x) !
2 5
4 3] gt Gy Gy
N
{Iv} * {1 {Iv} g {1
1
(1] 2] .
, il 114 112
X(Xf)r [1!090) {1} av £ [ (]-19-1) {1} (ﬂ[n]

Figura C-1: Transformagéo para coordenadas de um elemento genérico trapezoidal de 4 nos.

Wil w2 il g2

Figura C-2: Funcfes de aproximacdo da geometria do elemento.
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A geometria do elemento nos eixos globais (x1,X»), pode ser definida na forma:
X = wixie H w2 XS +ws Xy X, parak = {12}, (C3)

onde (XE]) representa a coordenada (k) definida no sistema de eixos globais, do n6 (i) do
elemento.

Salienta-se que, devido a forma como foi definida a aproximacéo da geometria do elemento, a

orientacdo dos lados locais € necessariamente definida no sentido anti-horario.

Introduzindo as aproximacgdes (C.1), na expresséao (C.3), obtém-se no caso do elemento mestre

([0,1]):
X (Em) =10+ (02 e+ (260 i+ (68 - 16— Jen. (€9)
As equac0Oes anteriores podem ser escritas no formato:

Xk (EM) = Xox + o+ P& + v &n, parak = {12}, (C.5)

onde para o elemento mestre ([0,1]) se pode escrever:

Xok = XLH

o =) =% (C.6)
k k k

Ve = XLll _ XLZ} + XL3} _ XLA]

Desenvolvendo um raciocinio em tudo semelhante para o elemento mestre ([-1,1]), obter-se-ia

a expressao geral (C.5), mas com os coeficientes definidos por:

Xow = Y3 (3 + X7+ +x)

o = Y[ X =X+ 1)
= Y[+ x4+ - xL‘”)

1= V(X x4 x)

(C.7)

C.3- DEFINICAO DO JACOBIANO DA TRANSFORMACAO DE
COORDENADAS

A relacdo entre variagdes infinitesimais das variaveis definidas nos sistemas de coordenadas
global e local, pode ser obtido através da seguinte igualdade:
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= Gode + Sidn, i={12}, 8)
ou na forma matricial:
d d
X1|_ 08 On [ é‘_ (C.9)
dxo| 0%, 0%, |ldn
0  On

A matriz da equacéo anterior é usualmente denominada por matriz Jacobiana da transformacao

de coordenadas. Para os elementos trapezoidais utilizados, é definida por:

J(Em) = (C.10)

B1+711m 0‘1+Y1§]
Bo+v2m oy +728

Define-se o Jacobiano da transformacdo como o determinante da matriz Jacobiana, o qual

pode ser obtido através de:

|3(E,m)| = det[IEM)] = By + vin)(az +728) — (g + 11E)B2 + v2M)- (C.11)

Efectuando o desenvolvimento dos produtos e agrupando os termos, obtém-se:

|IEM)| = (Brog —oqPa) + (viop —agy2)n+ (Bryz —B2v1) €+ (yav2 —v1v2)én . (C.12)

Observando que o dltimo termo se anula, é possivel escrever a expressdo anterior na forma

condensada [43]:

|3EM)| =Jo + 3. &+ Iy, (C.13)
onde:
Jo =Praz —ay B (C.14)
Jy=v102 —ouy2 (C.15)
Je =PB1v2 —B2m1 (C.16)

C.4 - TRANSFORMACAO DE COORDENADAS INVERSA

A definicdo da transformacdo de coordenadas inversa, do referencial global para o referencial
local, ndo pode ser feita directamente pois as expressfes (C.5) ndo podem ser definidas
explicitamente em funcdo das variaveis locais. Um forma muito simples de contornar este

problema consiste em utilizar recursivamente as expressoes (C.5), para que se obtenha as
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coordenadas locais (&m) associadas as coordenadas globais (Xx,X, )obj pretendidas. Este

procedimento pode ser esquematizado em:

1. Estimativa das coordenadas locais: (&n),.
2. Célculo das coordenadas globais (X,X» )J. correspondentes a (Z;,n)H, através de (C.5).
3. Calculo do erro, {ey,e; }; = { X1, Xz }; = {X1,X2 } -
4. Caso o erro nao seja suficientemente pequeno:
4.1 - Tentativa de eliminagéo do erro: [D]{A3,A, } = —{eje;}.
4.2 - Actualizagdo das coordenadas locais: (&n);,; =(&n); +(AnA2).

4.3 - Voltar ao passo 2.

Caso a matriz [D] esteja associada as primeiras derivadas das expressbes (C.5), o
procedimento anterior conduz a aplicacdo do método de Newton-Raphson e a matriz [D]

encontra-se definida em (C.10).






Anexo D
Polindmios de Legendre

D.1- CONSIDERACOES INICIAIS

As fungbes de Legendre de ordem (n), correspondem as solucdes da equacédo diferencial de
Legendre:

(1—x?)y" —2xy’ +n(n+1)y=0. (D.1)

Somos conduzidos a funcdes do tipo polinomial, que podem ser geradas pela fdrmula de
Rodrigues [57]:

o 1 dn 2 n
P00 = dxn(x -1), (D.2)

onde P,(X) representa o polinébmio de Legendre de ordem n.

D.2 - PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

Verifica-se que polindmios de grau consecutivo séo alternadamente fungfes pares e impares.

Pa(=X) = (=1)"Py(x). (D.3)

Os integrais definidos no intervalo ([-1,1]) do produto de dois polinémios de Legendre, podem

ser calculados a partir das igualdades:
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1
me(X)Pn(X)dx: 0 ,param=n
N (D.4)

2n

1
me(X)Pn(X)dXZ _2 ,param=n
1 +1

Assim sendo, conclui-se que os polinémios de Legendre s&o ortogonais no intervalo ([-1,1]).

D.3 - FORMULAS GERADORAS DE POLINOMIOS DE LEGENDRE

Varias formulas podem ser utilizadas para gerar os polinbmios de Legendre, sendo a maioria

formulas de recorréncia [57]:

hi1(X) = XPr(x) = (n+1)R, (x), (D.5)
XPi(X)—Pi_1(x)=nP,(x), (D.6)
ni1(X) = Proa(X) =(2n+1)Py (x), (D.7)
(X2 = 1)Pi(x) =nxPy(x) —nPy_y(X). (D.8)

D.3.1 - FORMULA RECURSIVA DE BONNET

Neste trabalho utilizou-se a 76rmula recursiva de Bonnet:

(N +DDP, 1 (X) — (2n + DxP,(x) + nP,_1(x) =0, (D.9)

com (Py(x)=1) e (P (x)=x).

Por forma a que se verifigue a condi¢éo (D.10), a formula de Bonnet é escalada por (2,)

(D.11), obtendo-se o formato alternativo apresentado em (D.12) [8]:
1

[P dx=1, (D.10)
“1
2n+1
Ay = s (D.11)
Nl =2k -1, (D.12)
n+1 n )

com (Po(X)="%o) € (Pi(x) =2y X):

Na Figura D-1 apresenta-se a representacao grafica dos polinomios de Legendre de grau igual

ou inferior a 14, gerados através da expresséao (D.12).
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L.(v) L, i{y) L,(x)
2 0 15 L 2 2
15
1
0s
0
as . :
g as 0 0s 1
L.{v) L,{v) L.iy)
2 3 3 4 3 5
1
0
-
2 L "
8| as 0 0s 1
L L, i{v) L.{v)
2 Bh’] 3 7 2 8
2 2 2
1
1 1
D 4
0 0
2 j
A : ] -
2 L L 3 L L 2 ' ' s
2] as 0 0s 1 8] 0s i 0s 1 ] as 0 0s 1
L,{v) L,lv) L. {y)
g 9 i 10 i 11
3
2 2
2
DM : ”M
0
) _ 2 |
A
-4 s s 2 s s -4 . s s
i 0s 0 0s 1 A 05 0 0s 1 i as 0 0s 1
L.,{v) L.iv) L.,{v)
. 12 . 13 4 14
3 3
2
2 2
1 ] 1
0 0
2
1 1
-2 - - -4 - - -2 . s ,
E] as 0 0s 1 1 05 0 0s 1 1 as 0 0s 1

Figura D-1: Representacao grafica dos polinébmios de Legendre unidimensionais.

Na Figura D-2 e na Figura D-3, apresenta-se a representagdo grafica dos polindbmios de

Legendre bidimensionais até ao terceiro grau.
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Fn{x_lj X Pu[xz}

-l

H A

Pn{x 1:1 X Pz':‘“z}

3 -x.m e
e
e Q

A -

P.(x,) x Pntxz}

"\:—-'-"'-F-

A

P,(X,) X P,(x,)

04Ny i -

e

—le-

0

-5
i

Py(X) X P (x,)

d

A

P,(X,) X P(x,)

;A

-

e,

Figura D-2: Representacao grafica dos polinébmios de Legendre bidimensionais.
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P,(X,) X Py(x,)

=]

1
—

o Dl '
1] ‘\_ﬁ_____;--""f

A 4

P,(X,) X P,(x,)

4 A
2
n - £ - '
T - it
E"&--:.‘x ___F,__,a-'"_- 1
e B 0
1 -1

P,(x,) x P (x,)

Pa(x,) x P,(x,)

5

A
0
h;jnh

.
H‘“;m ' Y

=

=1t

.
—h

P,(X,) X P,(X,)

e __,_,_,--"'_F
0 '“‘%-.H_w___f-- o
A -1

P(x,) x Pz{x 2}

)
.
o -
~ P
e
1 -1

P,X,) X P,(x,)

A

,._* o\

1 '1

Figura D-3: Representacéo gréafica dos polindmios de Legendre bidimensionais (cont.).
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D.4 - EXPRESSOES DAS INTEGRACOES ANALITICAS

Uma das principais vantagens associadas a utilizagdo destes polinébmios consiste em ser

possivel dispensar 0os processos huméricos no calculo das integracdes, pois é sempre possivel

determinar expressdes analiticas, mesmo para 0s casos em que nao se verifica a propriedade

da ortogonalidade.

Apresentam-se de seguida as expressdes indicadas por Pereira et al. [43].

1
fPi(x) P(x)dx=1 ,sei=]

A0 11
1
[PeOP ) dx =0
-1

1
fPi(x) Py(x) x2 dx =
11
[P0 Pix) X dx =
-1

1
JROOP(0 %2 dx =
-1

1
[P P x® dx =
—11
[P P x® dx =
“1
1
A3 = fa(x) Pi(x) x® dx =
-1

1
[P0 P X dx =
-1

,C.C.

1
fPi(x)Pj(x)xdx:z— ,sei=j+1
-1

Dk,

1
Al= fPi(x)Pj(x)xdx=% sei=j-1
“1

vy

1
fPi(x) P(x)xdx=0 ,cc.
-1

1
fPi(X) P(x)x2dx=0 ,c.c.
71

43 +6i° -1 o

- - Sel=)
2(2i—1)(2i+3)12
—J_(J_l) sei=j—2
2(2j— 1)k
—',<|_1) sei=j+2

J(J_l)(J_Z) Sei:j—3
2(2]-1)(2]=3)Aik

3j(j? -2
—J(J ) sei=j—1
2(472 —9)N A,

3i(i2 - 2) o
o sei=j+1
2(4% —9)ni

ii=)(i=2) sei=j+3

2(2i—1)(2i— 3)hi A

1
f PX)P,(x)x3dx=0 ,cc.
-1

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)
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fP( )Ld =2M); ,sei<jAi+jéimpar

0
Bj=

P;(x)
flPi(x) 6J—x dx=0 ,c.c.

1
JRe0 7T

Bj= fP() ’() xdx=2rA; ,sei<jAi+]jépar

Xxdx =i ,sei=]

fPi(x) % xdx =0 ,c.c.

fP( )8P(X) 2d i(i_l) sei=j+1

1

8P(X) 37 —j— .
fP() x2 dx —% sei=j—1

J()z

dx =2AA; ,sei<j—1Ai+jéimpar

P(X)
) R AN _
j;P.(X) I xcdx=0 ,c.c.
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(D.17)

(D.18)

(D.19)






Anexo E
Critérios de Cedéncia

E.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Este anexo tem como objectivo definir as expressdes relacionadas com as condi¢cdes de
cedéncia implementadas. Para além da definicdo da prépria condicdo de cedéncia, é

necessario definir as suas derivadas, pois sdo necessarias ao calculo dos operadores:

99
_ t *
N*_fsv S P av,

9?9
t *
M, = va 502 S, Ae, dV.

Para o critério de cedéncia de Mohr-Coulomb ndo se apresentam as segundas derivadas

[&

502 ] 0 que se deve essencialmente a trés razbes: em primeiro lugar, é de salientar que as
(o)

expressdes resultantes apresentam grandes dimensdes e definicdo matematica complexa.

Considerou-se também dispenséavel a sua inclusdo neste texto, pois conforme ja foi referido, a

implementacdo do operador (M*) ndo € conveniente para a eficiéncia numérica do modelo

HMT. Outro factor importante diz respeito a existéncia do critério de Drucker-Prager que
constitui uma boa aproximacdo do anterior, permitindo ainda evitar os problemas numéricos

existentes na definicdo das derivadas nas arestas.
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Recordam-se as seguintes definicdes, (teis para expressar matematicamente os critérios de

cedéncia:
Vector das componentes independentes do tensor das tensoes:

t_
c —{GXX Oy Ozz Oy Oy; Oy |-

Primeiro invariante do tensor das tensoées:

|1:GXX—|—GW+GZZ.

Tensdes normal e tangencial médias:

Gm:<cxx+cyy+622):|;

3 3’
2
Tn =4/ =J
TensOes normal e tangencial octaédricas:
Iy
Goct = Om = §’
2
Toct = §J2 .

Tensor das tens@es deviatéricas, e 0 seu segundo e terceiro invariante:

Ok O
Sj=0j— 3
1 2 2 2
JZZES”S”:E[(GXX—GW> +(ny—czz) + (05 — Oy ) }—l—ciy—i-c)z,x—i-ch,

1
J3 - §Sij Sjk Ski - det Sij .

A magnitude da componente hidrostatica e deviatorica:
az%:\/gcoct :\/gcm’
p=42J, = \/§Toct = \/g’tm .

O angulo de Lode[32]:
33 J,

sen(30) = 3 P como e l—gg]
2

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

(E.5)

(E.6)

(E.7)
(E.8)

(E.9)

(E.10)

(E.11)

(E.12)
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E possivel definir a seguinte expresséo para o calculo das tens@es principais (c4,6,,05 ), cOm

base nos trés valores de (6) contidos no intervalo —g% ,
sen[e + %n]
(e} O,
1 m 2\/5
oy |=|om|+—=| sen(6) | com o;>o0c,>o03. (E.13)
/3 4
3 om sen[@ + gn]

Um estado de tensd@o é definido, na sua forma mais simples, através de um ponto (P)
pertencente ao espaco das tens@es principais (c1,6,,65). Para materiais com comportamento

isotrépico, pode ser igualmente definido através da sua componente no eixo hidrostatico

I
(61= 02 = 03), por | &= =Bogq = 3o,

deviatoricas, perpendicular a esse eixo, obtida de (p=+/2J; =31, =+51y,), € ainda,

, pela sua componente no plano das tensdes

através do angulo de Lode (6), medido a partir da direc¢@o positiva do eixo da maior tenséo

principal (o), (Figura E-1).

a4 ay
A A
| ey
| W 3Tm:|
P[Uln U?, U3] |
-
| o -~ 0%
P
P e
I | Ry
s 0% ~
~ 01
: 3 V30,
E
e
0 = 03 0 03
Uz 02

Figura E-1: Significado fisico e geométrico de (&,p,0) € (o4¢,Toct,0), adaptado de [12].

Assim sendo, a definicdo de um estado de tensdo pode ser inequivocamente definido,

recorrendo a qualquer uma das formas: (o6,,6,,03), (l,J2,J3 ), (GoctsToct,0) € (&,p.0).
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E.2 - CRITERIO DE VON MISES

Define-se para o critério de von Mises [67]:

1
3
9%, 3
G SNAN

onde:

E.3 - CRITERIO DE MOHR-COULOMB

Define-se para o critério de Mohr-Coulomb [35, 36, 67]:

%. _&

oo 3

o O O - - B

a
3
b
3
90, 3 c
9 23, 3 |
20,
20,
20y,
7E7AB 7E7AC 7GXyA 7GyZA 7GXZA
6 6 V2 V2 V2
E_BZ _E_BC _GXVB _GyZB _GXZB
3 6 V2 V2 V2
E, 2 76XVC 7GyZC 7GXZC
3 NN AN
1— G_>2<y _ Gyy Oyz _ Oyy Oxz
J J J;
2
Sim. 1- 22 %
Jz J
1_ Giz
J;
a b c
A= , B= , C=——,
6/ J; 64/ J, 64/ J,
b=-06, + 206, —0,, C€=-0, —0y + 20,
2
Sy Sy S; — Oy, 1
Sy S¢S, — G2, 1
2
C S SxSy —©C J,|1
T A Yo +c3 2| |,
243, |20, 2(0,, 0, —S; 6, ) 3|0
20, Z(GXZ Gyy — Sx Oy; ) 0
20,, Z(ny Gy, — Sy Oy, ) 0

(E.14)

(E.15)

(E.16)

(E.17)

(E.18)
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onde;:

c, =sen(¢),

cz::cos(e)k];+tg(e)tg(39))+_3éyé¢)

(V/3sen(0) + cos(0)sen(¢))
2J,c0s(360)

C3:

Sx = Oxx —Om; Sy = Oy — Op,

E.4 - CRITERIO DE DRUCKER-PRAGER

Define-se para o critério de Drucker-Prager [8]:

S, =0z; —Op-

(tg<3e>—tg<e>>],

a
1 3
1 b
3
N Y B
do 0 2J3,| 3 |
0 20,
0 20,
20y,
EfAZ 717AB 717AC 7GXyA 7GyZA 7GXZA
3 6 6 \Jz \Jz Iz
E_BZ _E_BC _GXYB _GyZB _CFXZB
3 6 \Jz \Jz A Iz
}702 70Xyc 7GyZC 7zeC
0%, _ 1 3 J3, J3, J3,
2 f
do Jz 1— G>2(y . Gyy Oyz . Oxy Oxz
J, J, J,
2
Sim. 1- Oyz _Zr %
J; J;
1 S
J,
onde:
a b o
A - B == ’ == ]
6+/J, 64/, 6+/J,
a= 20y — 6y, — G0y, b=-04+20, —06,, C=-0y —0, +20,.
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(E.19)

(E.20)

(E.21)

(E.22)

(E.23)

(E.24)

(E.25)

(E.26)






Anexo F

Aproximacao dos Incrementos dos
Parametros Plasticos

F.1 -CONSIDERACOES INICIAIS

Este anexo tem como objectivo apresentar as funcdes utilizadas na aproximacdo dos

incrementos dos parametros plasticos.

F.2 - APROXIMACAO CONSTANTE

A aproximacdo constante é definida por uma unica funcdo, com valor unitario em todo o seu

dominio de definicdo. Matematicamente é definida por:

P.(v,w)=1. (F.1)

F.3- APROXIMACAO LINEAR

A aproximacéo linear é definida pelas quatro funcdes (F.2), sempre ndo negativas. Cada funcao

toma o valor unitario num dos cantos da célula plastica (Figura F-1):
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P (ny) = 3(1-1)(a-v)

P2 () = 3(1+1)(1-v)
(F.2)

P2 () = 3(1+ 1) (1+ v)

P () =%(1—v)(1+ v)

F.4 - APROXIMACAO QUADRATICA

A aproximacgdo quadratica € definida por nove funcdes (F.3), sempre ndo negativas. Cada
funcdo toma valor unitario num dos cantos ou a meio dos lados das células plasticas (Figura F-
2):
P (1) = (7~ 1) (v 1)

16

1 2
PE(ry)=2(1-7*)(1-w)

P2 (1) = = (14 7)*(1— v )?

16
P} (v.v) :%(Pv)z(lﬂvz)
PP(vy)=(1-7")(1-v*) . (F-3)

PO (ry) =5 (v +1 +(1-v?)

PT (1) = 161 =1 (v +1°

P2 (1) = (1= )(w +

P9 (1) = 1 (v + 17 (v +17
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Figura F-1: Funcdes de aproximacao dos incrementos dos parametros plasticos
Aproximacao Linear.

Figura F-2: Funcbes de aproximacao dos incrementos dos parametros plasticos
Aproximagdo Quadrética.






Anexo G
Programa Laje-Pol

G.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Este anexo tem como objectivo principal, apresentar as expressdes utilizadas no calculo dos

operadores estruturais do programa denominado Laje-Pol.

Os elementos utilizados sédo do tipo trapezoidal com a geometria definida por 4 nés. Séo
utilizadas funcdes de aproximacado do tipo polinomial, em que a funcé@o de grau (i) é definida
por:

P(v)=1" (G.1)
A aproximacao das grandezas estruturais é definida pelas  variaveis
(9sm» Osv+ Gut> Guw Gutts Jufw ) » QUE representam respectivamente o grau maximo da aproximagao

dos campos de momentos, esforco transverso, rotacdes relativas no dominio, deslocamentos

transversais no dominio, rotacdes e deslocamentos transversais na fronteira estatica.
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G.2 - CALCULO DOS OPERADORES ESTRUTURAIS

G.2.1 -OPERADOR DE FLEXIBILIDADE (F)

Particularizando a expressdo (4.16) para elementos trapezoidais, cujo Jacobiano da trans-
formacdo de coordenadas é definido em (4.3), um elemento genérico do operador de
flexibilidade pode ser calculado por:

F(iikLmn)= | JR(&)P(n) i Pn(E)Pa(n) (Jo + &+ Iyn) dnde, (G.2)

o~—=r
o—r

A expressao anterior pode ser dividida nas trés parcelas relacionadas com os termos que
definem o Jacobiano. Efectuando as integragfes, obtém-se:

11
- . _ fu Jo
o JREEDR () P (&) () tndle = (. ©.3)
) ]}P‘(i)P-(n)f P (&)Pn (1) & dndg = la % (G.4)
éoo i j kI T'm n (i+m+2)(j+n+1)’ .
J j]P(E)P(n)f Pm (&)Pn (1) m dndg = fu (G.5)
nOO [ j kI T'm n (i+m+l)(j+n+2)' .
O termo genérico do operador pode ser obtido da soma dos termos anteriores:
FijkLm.n) =y (i+m+1)(()j+n+1)+(i+m+2)(i+n+1)+(i+m+1)2j+n+2) - (G6)

Para cada termo n&o nulo de (f,;) gera-se um bloco de termos quadrado, com dimens&o
(14 gsm )2 ou (1+gs)?, conforme (f) esteja associado a um momento ou a um esforgo
transverso.

O operador de flexibilidade (F) é traduzido por uma matriz quadrada com a dimensé&o:
n°elem

> 3+ gwm) +2(L+05) | (G.7)
i=1

G.2.2 -OPERADOR DE COMPATIBILIDADE NO DOMINIO (A,)

De acordo com a expressdo (4.27), um termo genérico do operador de compatibilidade no

dominio, pode ser calculado através de:
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1

J(iikmn) = [ [(Dc(&n)R(&)Pi(n)) Pn(&)Py(n) dnde. (G.8)

00

Recorda-se que no caso da formulagéo de lajes de Reissner-Mindlin, o operador diferencial é

definido por:
Di(&n) 0  Dy(E&nm) -1 0
DEn)=| 0  Dy(Emn) Di(Em) O -1 (G.9)
0 0 0 Di(&m) Da(&m)

onde (Dy ) se encontra definido em (4.25).

A matriz (A,) pode ser definida a custa de apenas 3 sub-matrizes, da seguinte forma:

A, 0 O0
11/0 A, O
AGEm= [ [|A; AL 0 |[aEm) dedn, (G.10)

00lA, 0 A
0 A; A,

onde um termo genérico de cada uma das sub-matrizes, pode ser obtido de:

tt (P (&P, 0(P (&)P;
w=J [l e (e)p, ()9, 0 I (), () ocan, (6.2
00
11 (P (&)P,
po= [ f]ean 2 2BEAOg 01p () 2EEAOp (216 () e (@12
00
11
As= [ [=(R(&)P()Py (&)Py (M) (3 +3:+3,m) dedn . (G.13)
00
Efectuando as integragdes, obtém-se:
. 1 _ 1 _ 1 _ 1
A=l T gy Pl mrngn armiaginy G
A, = —a,i- = — 1= L +Bui R - (G.15)

i+m)(j+n+12 l(|+m+1)(1+n+1) 1(|+m+1)(1+n) 1(|+m+1)(]+n+1)

1 1 1

ASZ_O(i . _Jg. - _‘Jn- - -
+m+D(j+n+1 i+m+2)(j+n+12 i+m+D(j+n+2)

(G.16)

O operador de compatibilidade (A, ) é traduzido por uma matriz com as seguintes dimensdes:
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n°elem
Nodelinhas: > [3 (14 gsm)? +2 (1+g)?]
i=1 (G.17)

n°elem

N de colunas: > [2 1+ gl)? + @+ giw)?|
=

G.2.3 -OPERADOR DE COMPATIBILDADE NA FRONTEIRA (A,)

De acordo com a expressao (4.38), um termo genérico do operador de compatibilidade na

fronteira de (AY ) pode ser calculado através de:

AyZf(”k(%n)ﬂ(&)Pj(n))tPi(v)dv- (G.18)

Recorde-se que no caso da formulagdo de lajes de Reissner-Mindlin, a matriz que retne as

normais exteriores unitarias, € definida por:

n(&n) 0 n(gn) O 0
N(EN) = 0 ny (&m) ny(&n) 0 0 ) (G.19)
0 0 0 ng(&n) ny(&n)

onde (n, ) se encontra definido em (4.32).

Salienta-se que a primeira linha de (N), esta associada a rotagdo em torno do eixo (&), a
segunda a rotacdo em torno do eixo (n), enquanto que a terceira linha refere-se ao

deslocamento transversal.

Particularizando para cada um dos lados do elemento mestre definido figura G-1, obtém-se:

f
n
0.1 I 1,1
LGN {111} D

{v} * {I1}

'y -

U -
(00) {1} o g

Figura G-1: Elemento Mestre utilizado no programa Laje-Pol.
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Ladol- (y=¢&),(n=0) e (n;,n,)=(0,—-1):

ny’ — 0
(X.> _| @2 +7286 B +Y2M ]: B> ’ (G.20)
ny —op—1& Pi—v -1 B
p. 0 B 0 O
NO=|0 -, B, O O | (G.21)
0 0 0 B —P
1 m\t 1 H—
t - ,se(]j=0
A;”:f(N“)Pi(g)Pj(O)) Pn (&) 08 = (N i+m+1 (1=0) (G.22)
0 0, c.c.
Lado Il- (y=m),(§=1) e (ng;n,)=(1;0):
an _ 1
n;(ﬂ) _| %2 +7286 P2 +712 ]: a2 +Y2" (G.23)
Ny —o3—71&  Pr—v1 0] |-ou—m
oy +72 0 —01 — 71 0 0
N(”> = 0 —01— Y1 (0.%) +"{2 0 O (624)
0 0 0 O +Y2 —01—"
1
n _ () t IO
Al —[(N PLBy () P () = (N ) o (G.25)
Lado lll- (y=¢),(n=1) e (ng,n,)=(0,1):
n('”) + _ _ O _ —
?m) _| @2 128 P2 YZM ]: P2 Yz], (G.26)
ny —oy —11§ Pr+m JI1 Br+11
—B2 =712 0 By + 71 0 0
N = 0 Bit+vi —B2—12 0 0 (G.27)
0 0 0 —PBo—v2 Pitma
1
)y __ (i) t _ (nr) t 1
Aﬁ—[(N R(E)P(D)) Pn(8) 05 =(N") — . (G.28)
LadoIV- (y=m),(§=0) e (n;n,)=(-1;0):
nY) B, —yom|[-1] [
?IV) _| %2 B —v2m l: 12%) ’ (G.29)
ny -0 P+ ]l O 0
a4, 0 o, O O
NY'=| 0 o -a, O 0], (G.30)
0 0 0 —0y Oq

1

A :f(N('V) R(0)Pj(n))

Wyt 1 o
Pm(n)dni< ") j+m+1 se(i=0) (G.31)
0
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Para cada termo ndo nulo de (N), gera-se um bloco de termos com dimensé&o

(14 gsm )* X(14 Gy )» OU (14 gy )*X(14 Gy )» COnforme se trate de termos associados aos

pares de esforgos/deslocamentos (m,0) ou (v,w).

O operador de compatibilidade na fronteira (AY) é traduzido por uma matriz com a dimensao:

n° elem

Nedelinhas: > [3 L+ gim)? +2 A+ gh )]
i=1

n°g..e n°glw

N° de colunas: > [(1+ giw)] +
i=1 i

(G.32)
[+ giw)]

onde (n°gle) representa o numero rotacdes livres, enquanto que (n°glw) representa o nimero

de deslocamentos transversais livres, nas fronteiras estaticas.

G.2.4 -VECTOR DAS FORCAS DE MASSA (Q, )

A consideragéo de forcas de massa uniformes pode ser obtida das expressodes resultantes da
particularizagcdo da expressdo (4.41) para elementos trapezoidais, cujo Jacobiano da
transformacédo de coordenadas é definido em (4.3). Um elemento genérico do vector das forcas
de massa pode ser calculado por:

11
Qu(iik)= [ [R(&)P(n) by (3o + ;& +3;m) cnd. (G.33)
00

Recorde-se que no caso da formulacdo de lajes de Reissner-Mindlin, o vector das forcas de

massa independentes (b), é definido por:

mx
b=|my]|, (G.34)
q
Efectuando as integracdes obtém-se:
1 1 1
b7+t k775 G.35
R (S Il (R R VR R (RS VRN (639

O vector terd uma dimensao total de:

n° elem

> [3@+dhm)? +2 @+l (G.36)

i=1
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G.2.5-VECTOR DAS FORCAS NA FRONTEIRA (Q,)

A consideracdo de cargas uniformes definidas nas fronteiras dos elementos, pode ser
implementada através da particularizacdo da expressao (G.37), para cada um dos lados do

elemento mestre:
1

Q, (ik) = [P(¥) tyy nZ (&) +nZ(Em) dy. (G.37)

0

Obtendo-se entado:

Lado |- (y=¢) e (n,;ny )= (Bz2;P1):

(B )P+ (B [R(&) e =ty (B (B 5, (639
0
LadOII'(Y:n)v(nx;ny):(a2+Y2;a1+Y1):
1
L \/(‘12 +72)° + (0 +11)° fpi(ﬂ)dﬂzty,k \/(Oﬂz +12)° + (0 +11)° T (G.39)

0

Lado Il -(y =¢&), (ne;ny )= (B2 +v2 B +71):

1

ta (B2 + 12+ (-1 [R(&) e =ty (B +72 P + (Bt ) g, (G40)
0

Lado IV - (y=m), (nny )= (ay;0y):

1

tyx v (0 )2 +(0L1)2fpi(ﬂ)dﬂ:ty,k (o )2 +(0t1)2

1

ok (G.41)

Recorde-se que no caso da formulacdo de lajes de Reissner-Mindlin, o vector das forcas na

fronteira (t, ), é definido por:

Mx
t,=|my|. (G.42)
t.
O vector terd uma dimensao total de:

n°g.l.o6 n°g.l.w

Z [(1+ giuft)] +

[+ dis)]. (G.43)

onde (n°gle) e (n°glw) foram definidos em §G.2.3.






Anexo H
Programa Placa-Leg

H.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Este anexo tem como objectivo principal apresentar as expressdes utilizadas no calculo dos
operadores estruturais do programa denominado Placa-Leg. Salienta-se o trabalho de Pereira

et al. [42] e de Castro [10], que serviram como ponto de partida para a formulacdo do programa.

Os elementos utilizados séo do tipo trapezoidais (4 nés). As fun¢gbes de aproximacéo utilizadas

foram polinbmios de Legendre (anexo D). A aproximacdo € definida pelas variaveis

(gs, Ouvs gug), que representam respectivamente o grau maximo da aproximagdo dos campos

de tensdes, deslocamentos no dominio e dos deslocamentos na fronteira.

H.2 - CALCULO DOS OPERADORES ESTRUTURAIS

H.2.1 -OPERADOR DE FLEXIBILIDADE (F)

Particularizando a expressdao (4.26) para elementos trapezoidais, cujo Jacobiano da
transformacdo de coordenadas é definido em (C.13), um elemento genérico do operador de

flexibilidade pode ser calculado por:

Fijkbmn) = [ [P(&)P(n) fa Pn(&)Pa(n) (3o +3:&+ I n) dnd, (H.1)

-1-1
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A expressdo anterior pode ser dividida em trés termos, relacionados com os termos que

definem o Jacobiano. Tendo em consideracao as expressdes (D.13-19), obtém-se:

Termo 1:
11 11
fu Jo [ffpj(n)Pn(n)dn ffpi(é)Pm(é)dﬁ]—fm Jo, se (i=m)A(j=n),
“1-1 ~1-1
Termo 2:
11 11 ék'ﬁ’ se(i=m+1)A(j=n)
W3 | [ [P(m)P(m)dn [ F’i(i)F’m(&)&dé]z .
-1 -1 J: TS se(i=m-1)A(j=n)
Termo 3:
11 11 Jgfmﬁa se(j=n+1)A(i=m)
W3y | [ R P (1) ndn ffa(awm(a)da]— -
—1-1 -1-1 J: CER se(j=n—1)A(i=m)
j *n

(H.2)

(H.3)

(H.4)

Para cada termo n&o nulo de (f;) gera-se um bloco de termos quadrado, com dimens&o

(1+ g )2, no qual os termos anteriores se definem de acordo com o exemplo apresentado no

Quadro H-1, para (gs = 3).

o o0 o0 of1 1 1 1|2 2 2 2|3 3 3 3

1

]

-TERMO 1

| |-TERMO?2

| |-TERMO 3

£

W

7

WNPFPOIWNREFOIWNEF O|JWN P O|lw —

WWwwWwNNDNNRF PP Ro oo ol3

Quadro H-1: Ordenamento dos termos de um bloco do operador de flexibilidade (F).

O operador de flexibilidade (F) é traduzido por uma matriz quadrada com a dimensé&o:

n°elem

> [3+gs)?].

i=1

(H.5)
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H.2.2 -OPERADOR DE COMPATIBILIDADE NO DOMINIO (A,)
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De acordo com a expressédo (4.36), um termo genérico do operador de compatibilidade no

dominio (A, ), pode ser calculado através de:

11

Ay (iikmn) = [ [(D (&) R(E)Pi(n)) Pr(&) Py (n) dnde.

-1-1

Os termos associados a (D, ), resultam do célculo de:

o [RP dnf e m<a>da+y2fpj<n>Pn<n>dnfmpmmda—

Bsz )d fP(a)P da—vzf8< nd fP

-1 -1

Tendo em consideracao as expressdes apresentadas no anexo D, obtém-se:

[ Pim)Py () e [ 25 ) i =

{2a2kikm, se(j=n)A(m<i)A(m+i) for par — ( Termo 1)’
0, c.c.

1
Y2 [P(n)Pa(n)d f 8& £)E de =

21

YoM, Se(j—n)/\(l—m)—>(Tel’m02)

272 iy, se (j=n)A(m<i)A(m+i) for par — (Termo 3)
0, c.c.

sz;(%%—wpn(n)dnflﬁ(i)" (2) de =

{—2[32 AjAn, se (i=m)A(n<j)A(n+j) for impar — (Termo 4)’
0, c.c.

1

2L RO P (&)Pn(5) dc =

-1
—y,n, se(i=m)A(n=j)— (Termo5)

=2y AjAy, se(i=m)A(n<j)A(n+j)forpar — (Termo 6)
0, c.c.

De forma idéntica para os termos associados a (D, ):

m (&) dg

(H.6)

(H.7)

(H.8)

(H.9)

(H.10)

(H.11)
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alfP(n)P( dnfa“’(g da—ylfp WP, (1 df O
. (H.12)

Blf( (n) dn fP (&) e+ fa<Péf]”))Pn(n)ndnfw)Pm(a)da

-1 -1

PP () an [ AT ED Py ) e =

1 , (H.13)

{—Zalkikm, se(j=n)A(m<i)A(m+i) for par — (Termo 1)

0, c.c.

1

—ylfP,«n) f £)E de =

—ym, se(j=n)A(i= ) — (Termo 2) , (H.14)
—2y1 %Ay, se (j=n)A(m<i)A(m+i) for par — (Termo 3)

0, c.c.

9(Pi(n)) [
Blfa— Pa(n) dani(&)P

o9 ! , (H.15)
{ZBlkjkn, se (i=m)A(n<j)A(n+j)for impar — (Termo 4)

0, c.c.

(P, r
0 f 2B b () i [ ()R ) e -

y1n, se (i=m)A(n=j)— (Termo5) , (H.16)

271 A, se (i=m)A(n<j)A(n+j)forpar — (Termo 6)
0, c.c.

Para cada termo (Dy ), gera-se um bloco de termos com dimensé&o (1+ g )2 X(14 guy )2, com a

posicéo definida de acordo com o exemplo apresentado no Quadro H-2, para (gs = 3,g,, = 2).

O operador de compatibilidade (A, ) é traduzido por uma matriz com a dimensé&o:

n°elem )
N delinhas: ° [3(1+g5)?]
= _ (H.17)

n°elem

N° de colunas: >~ [2(1+gly)?]
i=1
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- TERMO 2 + TERMO 5
- TERMO 4
- TERMO 3
- TERMO 1
- TERMO 6

m

j/n
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3

WWWWNNNNIRFPPPREPPRPOOOO|I—

Quadro H-2: Ordenamento dos termos de um bloco do operador (A, ).

H.2.3 -OPERADOR DE COMPATIBILIDADE NA FRONTEIRA (A,)

De acordo com a expressdo (4.46), um termo genérico do operador de compatibilidade na

fronteira (A, ), pode ser calculado através de:

A, = [(n(&n)R(&)P()) Pi(y) dy, (H.18)

{IV} {in

[, {]
-1-1) {1} (1)

Figura H-1: Elemento Mestre utilizado no programa Placa-Leg.

Refira-se que a primeira linha de (N), esta associada ao deslocamento segundo (&), enquanto

que a segunda linha esta associada ao deslocamento segundo (7).

Particularizando para cada um dos lados do elemento mestre definido figura G-1, obtém-se:

Lado |- (y=¢&), (n=-1) e (ng;;n,)=(0;—-1):
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ny’ _ o +728 —Bz+Y2“O]: Bz — 712
n(y” -0 —v1&  PBr—711 -1 [Pt
NC Bz — 12 0 —B1+ 11

0 PBrt+11 Br—12 |

1

A = (N R(8) (1)) Pu (&) d& = B(-1)N®, se (i=m).

-1

Lado Il - (y=m), (§=1) e (ng;n,)=(1;0):

ng" _ oy + 72 —Bz—anll}: oy + 72
nS') -0y —vy1  PBr+rim JIO —01 — Y1
N — a2 +72 0 —01 — Y1

0 —01;—Y1 Oy +72

1

AY = [ (N R(1)Bi(n)) P (n) dn =R (N, se (j=m).

Lado lll -(y=§&), (n=1) e (ng;n,)=(0;1):

ay +7286 B2 —72 0}:l32}’2
—a1—11& Pty J[1 B+ 11

—B2 — 712 0 B+ 11
0 Brt+11 —B2—712

AP = [(N® R (&) B(D) Po(2)dz = RN, se (i=m).

Lado IV - (y=m), (§=-1) e (ng;n,)=(-1;0):

ny") _| %2772 —B2 —v2m —1] _ | 7% + Y2
n(y'” -0y +7y1 Prt+yam [ O 01 — 71
NV — —02 +72 0 A — VY1
0 0 —Y1 —0Op +72

1

AP = [(NY P (=1)P(n))' Pn(n) dn = P(LN™), se(j=m).

-1

(H.19)

(H.20)

(H.21)

(H.22)

(H.23)

(H.24)

(H.25)

(H.26)

(H.27)

(H.28)

(H.29)

(H.30)

Para cada termo ndo nulo de (N), gera-se um bloco de termos com dimenséo

(14 gs )2 x(1+ Ouy ) com a posicao definida de acordo com o exemplo apresentado no Quadro

H-3, para (gs =3,9,, =2).
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1 Il -LADOS el

| ]-LADOSIlIelV

WWWWNNNNDNRFPRPRPEPRPROOOO|I—
WNPFPOWNEOIWNEFE OlWwN - O
WWWWNNNNPFPPRPPPRPOOOOoO|I—
WNPFPOWNPFPOIWNPEF O|lWwNPF O

Quadro H-3: Ordenamento dos termos de um bloco do operador (Ay )

O operador de compatibilidade (Ay) é traduzido por uma matriz com a dimensao:

n° elem )
N°delinhas: > [3(1+05)?]
=1 . (H.31)
ne g.l.

N° de colunas: > [(1+gy,)]
=

H.2.4 -VECTOR DAS FORCAS DE MASSA (Q,)

As forcas de massa uniformes podem ser consideradas utilizando a particularizacdo da
expressado (4.57) para elementos trapezoidais, cujo Jacobiano da transformacdo de
coordenadas é definido em (C.13). Um elemento genérico do vector das forcas de massa pode

ser calculado por:

11

Qu(iik)= [ [R(&)P(n) by (3o + 3.+ 3,n) dnde. (H.32)

-1-1

A expressdo anterior pode ser dividida em trés termos, relacionados com o0s termos que

definem o Jacobiano. Tendo em consideracao as expressoes apresentadas no anexo D, obtém-

se:
Termo 1.
Po(&) 4 [y Poln)
Jobkffp n) dndg = Jobka - dg [ Pj(n) =2 dn
~1
, (H.33)
Jo b", se(i=j=0)
— 17

0, c.c.
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Termo 2:
(8) . 4 (o Poln)
JébhffP n) & dndé = JébeP ao gdglryn)ii;—dn
3. bk _ _ . (H.34)
- T S —DA(j=0
N YTV se(i=1)A(j=0)
0, c.c.
Termo 3:
thffp nmm&:Jt%fP dgfp ndn
. H.35
¥h£glnseU:O)AU:1) (.35
=12()" Ny

0, c.c.

A posicdo dos termos anteriores no vector das forcas massa associado a um elemento,

encontra-se definido no Quadro H-4, para (gs = 3).

O vector terd um tamanho total de:
n° elem _
S [2@+aw)?]. (H.36)
i=1
Para a consideracdo de deformacgdes térmicas uniformes, obter-se-ia um conjunto de termos
semelhantes aos anteriores, bastando trocar o termo do vector das forcas de massa (by ), pelo

termo das deformacdes térmicas independentes (&g ) correspondente.

7

-TERMO 1
- TERMO 2
- TERMO 3

W W wWw wWNdNNDNDNDNFPE PR PR PO O O
W NP OlWwWNPEFEP OlWwWDNPEFP O|lWwDN P+ O

Quadro H-4: Ordenamento dos termos do vector das forcas de massa (Q, ).
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H.2.5 -VECTOR DAS FORCAS NA FRONTEIRA (Q,)
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A consideracdo de cargas uniformes definidas nas fronteiras dos elementos, pode ser

implementada através da particularizacdo da expressédo (4.59), para cada um dos lados do

elemento mestre:

Q, (ik)= [R(¥) tye N2 (&m) +n (gm) dy.

Lado |- (y=¢€) e (nginy)=(B2—7v2:—Br+7m1):

tuc (B — 12 + (P ) [R(e) L e

-1

tx \/(Bz—Y2)2+(_Bl+Y1)2 ’

, sei=0
_ o sei

0, c.c.

Lado Il - (y=m), (ne;ny )= (s +72;— 0y —71):

tu V(a2 +72)° +(—as—1)° [R(n) P"x(On) dn =

Lado lll-(y=¢&), (nyiny )= (B2 —v2 ;B +71):

tc (B — 12+ (P ) [R(e) 2 e

-1

tx \/(Bz — Y2 )2 + (=B +Y1)2
= Ao
0, c.c.

, sei=0

Lado IV - (y=m), (ne;ny )= (—0p + 72501 —71):

1

ty,k\/<—0~2+Y2)2+(001_Y1)2fpi<<t:) . dg =

“1
t,x \/<—a2 +72)° + (0 —11)
0, c.c.

9
—~
g
~

2
, sei=0

(H.37)

(H.38)

(H.39)

(H.40)

(H.41)
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Para cada fronteira estética, o0 termo genérico calculado pelas expressdes anteriores, insere-se

na posicao do vector das forcas na fronteira, apresentada no Quadro H-5.

Bl coos e

N R o3

Quadro H-5: Ordenamento dos termos do vector das forcas de fronteira (Qy ) :

O vector terd um tamanho total de:
ne g.l.

S [a+dl)]- (H.42)

i=1



Anexo |

FOormulas e Teoremas Matematicos

Neste anexo sdo apresentados as principais férmulas e os teoremas matematicos utilizados ao
longo deste trabalho. O seu objectivo principal € o de tornar o texto o mais auto-suficiente
possivel, fornecendo ao leitor uma informacéo rapida e precisa, sobre os aspectos de indole

matematica relevante.

Textos mais detalhados sobre estes assuntos podem ser encontrados em [11, 24, 57].

1.1 - REGRAS E TEOREMAS DE DERIVACAO E INTEGRACAO

Regra de derivacéo de fungéo composta {g(u),u(x)}:

dg _dg du
dx dudx’ (1)
Diferencial de uma funcéo de varias variaveis (f(Xy,X5,--+,X,)):
of of of
f=— —_— e — . .
d % dx, + %, dx, 4+ ox. dx, (1.2)

181
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Regra da integracgéo por partes {u(x),v(x)}:

fu’v dx:uv—fuv’ dx . (1.3)
Regra de Leibnitz, para integrais definidos:
A e _ [H=I0F doy doy
daf(pl(a) F(X,oc)dx_j:pl(a) . dx +F(¢q0) . F(op,0) ot (1.4)

Se (91,9, ) ndo dependerem de (o ), obtem-se:

d P2 92 OF
dote F(x,o) dx = o %dx. (1.5)
Teorema do valor médio para integrais definidos:
b
ff(x)g(x)dx:(b—a)f(c), onde c €[ab]. (1.6)
a

1.2 - GRADIENTE DE UM CAMPO ESCALAR

Seja (f) uma funcéo escalar definida num sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z), com
versores (i,jk), que tem as primeiras derivadas parciais continuas. Define-se o seu gradiente,

como uma grandeza vectorial, definida por:

of. of. of
gradf—Vf—&Ha—yﬁak, (1.7)

onde a grandeza vectorial assim definida, caso néo seja nula, tem em cada ponto a direc¢do do

incremento méaximo de (f).

Facilmente se demonstra [30] que, num ponto (P(x,y,z)) o vector (Vf) € normal a superficie
definida por (1.8):

f(x,y,z) = const. (1.8)

1.3 - DIVERGENCIA DE UM CAMPO VECTORIAL

Seja (v(x,y,z)) uma funcéo vectorial diferenciavel, definida em coordenadas cartesianas

(x,y,z), pelas componentes (v4,v,,v3 ). Define-se a divergéncia do campo vectorial (v), por:

dvv=Vev=—=4—=4—= (1.9)
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1.4 - TEOREMA DA DIVERGENCIA DE GAUSS

Seja (S) uma superficie fechada que encerra o dominio (V), definida em cada ponto com um
Unico vector normal e exterior (n). Seja (u(x,y,z)) uma funcéo vectorial continua e com

primeiras derivadas parciais continuas. Verifica-se que:

f[fdivudV:fJ;fundS,

onde (u, ) representa a componente normal e exterior a superficie (S) do campo vectorial (u),

(1.10)

definida por:

U, =Uen. (1.12)

1.5 - INTEGRACAO NUMERICA - REGRAS DE QUADRATURA

O céalculo numérico de um integral definido pode ser efectuado recorrendo as regras de
quadratura, definidas por:

N

b 1
[ dx = [1(x(£))I(x(&))de = > F(x(&))I(x(&))wi, comx; €[ab],  (1.12)

i=1

onde (x;) sé@o denominados por pontos de integragédo (x; €[a,b]), (w;) s&o os pesos a dar a

cada ponto, e (N) representa a ordem da férmula.

1.5.1 - PONTOS DE INTEGRACAO DE GAUSS

+X; W +X; Wi

0.000000000000000 | 2.000000000000000 0.238619186083197 | 0.467913934572691

0.661209386466265 | 0.360761573048139
0.577350269189626 | 1.000000000000000 0.932469514203152 | 0.171324492379170
0.000000000000000 | 0.888888888888889 0.000000000000000 | 0.417959183673469
0.774596669241483 | 0.555555555555556 0.405845151377397 | 0.381830050505119

0.741531185599394 | 0.279705391489277
0.339981043584856 | 0.652145154862546 0.949107912342759 | 0.129484966168870
0.861136311594053 | 0.347854845137454

0.183434642495650 | 0.362683783378362
0.000000000000000 | 0.568888888888889 0.525532409916329 | 0.313706645877887
0.538469310105683 | 0.478628670499366 0.796666477413627 | 0.222381034453374
0.906179845938664 | 0.236926885056189 0.960289856497536 | 0.101228536290376

Quadro I-1: Pontos de integracdo de Gauss.
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n +X; W n +X; Wi
9 [ 0.000000000000000 | 0.330239355001260 12 | 0.125233408511469 | 0.249147045813403
0.324253423403809 | 0.312347077040003 0.367831498998180 | 0.233492536538355
0.613371432700590 | 0.260610696402935 0.587317954286617 | 0.203167426723066
0.836031107326636 | 0.180648160694857 0.769902674194305 | 0.160078328543346
0.968160239507626 | 0.081274388361574 0.904117256370475 | 0.106939325995318
0.981560634246719 | 0.047175336386512
10 | 0.148874338981631 | 0.295524224714753
0.433395394129247 | 0.269266719309996
0.679409568299024 | 0.219086362515982
0.865063366688985 | 0.149451349150581
0.973906528517172 | 0.066671344308688
Quadro I-2: Pontos de integracdo de Gauss (continuacao).
1.5.2 - PONTOS DE INTEGRACAO DE LOBATTO
+x; W n +X; Wi
0.000000000 | 2.000000000 8 0.209299218 | 0.412458795
0.591700181 | 0.341122692
1.000000000 | 1.000000000 0.871740149 | 0.210704227
1.000000000 | 0.035714286
0.000000000 | 1.333333333
1.000000000 | 0.333333333 9 0.000000000 | 0.371519274
0.363117464 | 0.346428511
0.447213596 | 0.833333333 0.677186280 | 0.274538713
1.000000000 | 0.166666667 0.899757995 | 0.165495362
1.000000000 | 0.027777778
0.000000000 | 0.7111111112
0.654653671 | 0.544444444 10 | 0.165278958 | 0.327539761

1.000000000

0.285231516
0.765055324
1.000000000

0.100000000

0.554858377
0.378474956
0.066666667

0.000000000 | 0.487619048
0.468848793 | 0.431745381
0.830223896 | 0.276826047

1.000000000

0.047619048

0.477924950
0.738773865
0.919533908
1.000000000

0.292042684
0.224889342
0.133305991
0.022222222

Quadro I-3: Pontos de integracéo de Lobatto.
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