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Resumo. Nesta comunicagdo é apresentado um estudo sobre o desempenho de diferentes
técnicas de controlo da cedéncia em andlises elastopldsticas, nomeadamente a técnica de
controlo baseada em pontos de coloca¢ido (PC) e em células plasticas (CP). Foi
implementado um modelo de plasticidade local, sendo as relagoes associadas ao
desenvolvimento das deformagées pldsticas impostas de forma ponderada. Para efectuar a
ponderacgdo, a técnica PC recorre a fungoes de Dirac, permitindo efectuar o controlo de
forma pontual. Na técnica CP a ponderagdo é efectuada com fungoes polinomiais até ao
segundo grau, permitindo incluir no controlo todo o dominio de defini¢dao da célula.

E apresentado um estudo que pretende caracterizar e comparar o desempenho destas
técnicas, quanto a qualidade de resultados obtidos e quanto a sua eficiéncia face a densidade
da malha de controlo.

O modelo de elementos finitos que serviu como suporte a este estudo foi o modelo hibrido-
misto de tensdo. Nesta formulacdo sdo aproximados de forma independente e simultinea, os
campos de tensoes e de deslocamentos no dominio e o campo de deslocamentos ao longo das
fronteiras estaticas. Para efectuar estas aproximagoes recorre-se a polinomios ortogonais de
Legendre. As condigoes fundamentais do problema sdo impostas na forma de residuos
pesados. A integracdo das relagoes constitutivas foi efectuada com recurso ao método
implicito de Euler, pelo que houve a necessidade de se implementarem técnicas iterativas,
nomeadamente o método de Newton-Raphson.
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1 INTRODUCAO

Esta comunicacao surge na sequéncia de diversos trabalhos no dominio das formulagdes
ndo convencionais do método dos elementos finitos [1, 2, 3, 4, 5] e, em particular, na
sequéncia do trabalho apresentado pelos autores no Congresso de Mecdnica Aplicada e
Computacional — Evora 2003 [6].

O seu objectivo principal reside na divulgagdo dos resultados do estudo do desempenho de
diferentes técnicas de controlo da cedéncia, quando combinadas com a utilizacdo do modelo
Hibrido-Misto de Tensdo (HMT). O desempenho destas metodologias de controlo ¢
fortemente condicionada pela utilizacdo do modelo HMT e pelas fungdes de aproximagdo
consideradas (polindmios de Legendre), pelo que ndo € possivel generalizar as conclusdes
obtidas a outros modelos numéricos, tais como o modelo tradicional de compatibilidade ou
outros modelos ndo convencionais.

A comunicagdo encontra-se organizada em 5 seccgdes, para além desta introducdo. Numa
primeira fase ¢ apresentada de forma sucinta a formulacdo do problema, seguida pela
definicdo do modelo de elementos finitos. Informacdes mais detalhadas podem ser
encontradas noutros trabalhos dos autores [6, 7]. Sdo depois abordadas as questdes
relacionadas com a implementagdo das técnicas de controlo, apresentados os exemplos de
aplicagdo e enunciadas as conclusdes finais.

A ilustracao da utilizagao do modelo ¢ efectuada com base na analise elastoplastica de uma
placa do tipo consola curta. Os resultados obtidos sdo validados com informagdo proveniente
de outras formula¢des numéricas.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere-se um dominio 7, tal como se encontra ilustrado na Figura 1, delimitado pela
fronteira 7", sujeito a forcas de massa b e a forgas aplicadas na fronteira #,. Considera-se a
fronteira cinematica 7, e a fronteira estatica /,, como as regides da fronteira onde sdo
conhecidos respectivamente os deslocamentos e as tensoes aplicadas.

Il
Q

r,ur,=r=
I, N,

Figura 1 - Dominio V e fronteiras /e 7, do meio continuo a analisar.

As equacdes de equilibrio podem ser definidas na forma matricial [8]:
Do+b=0emV, (1)

No=ty em 5, (2)



Luis A. M. Mendes e Luis M. S. S. Castro

onde D e N representam respectivamente o operador diferencial de equilibrio e a matriz que
reune as componentes da normal exterior unitaria a fronteira estatica.

As condic¢des de compatibilidade no dominio e na fronteira cineméatica podem ser escritas
no seguinte formato matricial [8]:

c=D'uemV, 3)

u=u, em I, 4)

e

onde D* representa o operador diferencial de compatibilidade.
Na fase eldastica, a relagao constitutiva do material ¢ do tipo linear, podendo ser definida no
formato de flexibilidade por [8]:

e=fo. Q)

A condigdo de cedéncia permite definir o limite a partir do qual se iniciam as deformagdes
plasticas. Pode ser escrita na forma:

flo.x)<0, (6)

onde & representa a tensdo de comparagdo € k representa o conjunto de pardmetros que
caracterizam a envolvente de cedéncia do material.
A lei de escoamento ¢ definida por [9]:

del = de, %, (7)

i

pelo que a direc¢ao do incremento das deformagdes plasticas é normal a superficie da fungdo
de potencial plastico g, levando a que esta lei seja frequentemente denominada por condi¢do
de normalidade.

A condicao de escoamento plastico vem dada por [9]:

de, > 0. (8)

Assumindo uma lei de escoamento associada, o que corresponde a utilizar-se a mesma
funcdo ¢, para se definir a funcdo de cedéncia f e a fungdo dos potenciais plasticos g, a
condi¢do de normalidade pode ser escrita na forma:

ds}j’ =de, n,, )

sendo n, a matriz das normais a superficie de cedéncia.
A condicdo de consisténcia conduz a determinacdo da intensidade do incremento da
deformacao plastica. Esta condi¢do pode ser escrita na forma [9]:

dp. =n.doy; —h.ds, =0. (10)
As condigoes de complementaridade sao dadas pelas igualdades [3]:

¢* de, =0 ; d¢* de, =0, (11)
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Para se poderem definir as relagdes de plasticidade em termos de incrementos finitos das
grandezas intervenientes, admite-se que o carregamento ¢ aplicado durante um intervalo de
tempo ficticio [z, ;.7, ;. |, denominado intervalo de tempo convencional de plasticidade. Em
cada intervalo, o incremento das deformacdes plasticas ¢ definido por:

Ae, = frj:jﬂ é.n, dr,. (12)
Utilizando o método implicito de Euler [10], a integragdo anterior conduz a:
Agp = Aeg, My jtls (13)
ficando as deformagdes plésticas no final do passo de carga, definidas por:

Ep i1 =&y A, =€,; + e, n, ;. (14)

A condigdo de escoamento plastico (8), de cedéncia (6), de consisténcia (10) e de
complementaridade (11) escritas na forma incremental, sdo definidas respectivamente por:

Ag, >0, (15)

¢ + Ag, <0, (16)

Ap, =nl ;) Ao —h, ;. Aé,, (17)
$ Ae, =0 ; Ap, Ae, =0. (18)

3 MODELO HiBRIDO-MISTO DE TENSAO

No modelo hibrido-misto de tensdo sdao aproximados simultaneamente ¢ de forma
independente os campos de tensdes (19) e de deslocamentos (20) no dominio de cada
elemento. Sao também aproximados os campos de incrementos dos parametros plasticos (21)
no dominio de cada elemento e o campo de deslocamentos na fronteira estatica (22):

c=8,X emV, (19)
u,=U,q, emV, (20)
Ag, =P, Ade, emV , (21)
u=U,q, eml,. (22)

As matrizes {S,,U,,B.,U,} reunem as fungdes de aproximagdo associadas as varidveis
generalizadas  {X,q,,Ae,,q, }. As grandezas duais associadas as varidveis discretas
introduzidas sdo definidas de forma a serem energeticamente consistentes com as variaveis
continuas que aproximam [1]. Obtém-se desta forma as seguintes defini¢des para as
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deformacgoes generalizadas (e), forcas de massa generalizadas (Q,), € for¢as na fronteira
generalizadas (Q, ) e incrementos dos potenciais pldsticos generalizados (A®, ) .

e=[Sieav ; o= [uibay ; 0,= [Ult,dr, ; A®, = [Pag,ar.  (23)

Substituindo a aproximag¢ao do campo de tensdes (19) nas expressdes que resultam da
imposi¢cdo ponderada das condi¢des de equilibrio no dominio (1) e na fronteira (2), obtém-se
as condicdes de equilibrio no modelo discreto [1]:

A X =-0,, (24)
4, X=0,, (25)
onde: A, = f (DS, U, dv ;4= f (NS,) U, dT,. (26)

Impondo ponderadamente as condi¢des de compatibilidade no dominio (3), integrando por
partes a segunda parcela para se mobilizarem os termos de fronteira e substituindo na
expressdo resultante a aproximacdo dos campos de deslocamentos no dominio (20) e na
fronteira (22), obtém-se a condi¢do de compatibilidade no modelo discreto [1]:

e:_Aqu +quy +eya (27)

e, = f (NS, ) u, dT, . (28)

A utilizacdo das funcdes de aproximagdo dos campos de tensdes (19), para impor
ponderadamente a relagdo constitutiva escrita no formato de flexibilidade (5), permite obter as
relacdes constitutivas em fase elastica do modelo discreto [1]:

e,=F X, (29)

onde: F= f StFS, dv. (30)

A substitui¢ao da aproximagdo (21) na imposi¢ao ponderada da lei de escoamento (13)
permite obter [3]:

de, = N, de,, (31)

onde: N, = fS@ n iy PodV. (32)

A condigdo de escoamento plastico (15) define-se no modelo de elementos finitos através
da substituicdo da varidvel continua pela discreta correspondente:

Ae, > 0. (33)

A condicao de cedéncia (16) ¢ imposta na forma de residuos pesados. Tendo em conta a
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defini¢do (23) ¢ possivel escrever:
D, + AD, < 0. (34)

Substituindo as aproximagdes (19) e (21) na imposicdo ponderada da condicdo de
consisténcia (17), obtém-se:

AD, = N AX — H, Je,, (35)
onde: H, = fP*’ h P dv. (36)

As condi¢des de complementaridade (18), sao definidas no modelo discreto por [3]:
DL Ne,=0 ; AD! de, =0. (37)

O sistema governativo elastoplastico resulta da combinacdo das condig¢des de equilibrio
(24) e (25), das condi¢des de compatibilidade (27) e das relagdes constitutivas (29) e (31).
Considere-se o instante final de um passo de carga [z, ;,7. ;,,], a que designaremos de forma
simplificada por instante (j+ /), o sistema governativo na forma incremental fica entdo
definido pelo seguinte conjunto de equacdes e inequacgdes [4]:

AZWFA)(
F 4, —4, N, . .-+Aq e, +4de, —e,, ; —Ae,, —ey ;- Aeg —ep, ;i — Aepe — €,
4 0 0 0 q” Mqv = -0, - 40, - 0, ; - 40,
7.J e
—4, 0 0 0 e 0y A0, +Oyp,; + A0y, , (3%
(@, +AD,) de, =0
D, + AP, <0; ’ ; de, >0

AD! Ae, =0

A utiliza¢do dos polindmios ortogonais de Legendre como fungdes de aproximacdo dos
campos de tensdes e de deslocamentos, permite obter solugdes analiticas para o calculo da
maioria dos operadores presentes em (38) e elevados niveis de esparsidade [2].

Recorrendo ao método implicito de Euler na integracao das relagdes constitutivas, ¢
necessario incorporar um procedimento iterativo (método de Newton-Raphson), pois no inicio
de cada incremento de carga sdo necessarios dados definidos no seu final, nomeadamente

nesis [10].
Os restos a eliminar em cada iteragao podem ser calculados através de [4]:
N, N, N,
RI=F| X j+z AX' |+4,] g, ; +Z Aq,) -4, q,; +Z Aq; +N, A, +ey ;=€ 111+ i1 1+€0 111 Cpe i
v, V) ,(39)
Ry=A| X ;43 AX' |40, 40, 41+ Ri=— A X, > AX" |40, 111-0ypiiri +  Ri=DL,

A aplica¢do da técnica de Newton-Raphson corresponde a determinar os incrementos a
considerar para cada uma das variaveis, através da igualdade:
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F+M: A, -4, Ni|ax'] [Ri
Aé 0 0 0 Aqé B Ré

=2 40
—A}t, 0 0 0 Aq;, R} (40)
(M) 0 o H|l4d] [R]
2
onde: M:;:fsg J f S, Ae, dV . (41)

90

A defini¢do da matriz anterior (Hessiana) pode ser encontrada com maior detalhe nas
referéncias [4, 7].
A solugdo final do incremento de carga (j+ /), apés N, iteragcdes até a convergéncia,
pode ser obtida de:
Nt Ni N

Nt
X=X, +ZIAX’ S Gl =4y +ZIAq£ S Gy =4y +ZJAq’y ; Ae*,jH:Z]Ae;.MZ)

4 CONTROLO DA CEDENCIA

Foram implementadas duas técnicas para o controlo da cedéncia: o controlo em pontos de
colocagdo (PC) e o controlo em células plasticas (CP). Para que se verifique localmente a
condicdo de escoamento plastico (33) as fungdes que constituem a base de aproximagdo P,
sdo escolhidas de forma a apresentarem no seu dominio sempre valores nao negativos.

No método de controlo com base em pontos de colocagdo, a plasticidade ¢ controlada de
uma forma pontual. Foram utilizadas fun¢ées de Dirac & (7,w)[4] na aproximagdo dos
incrementos dos pardmetros plasticos. Desta forma, para cada modo de cedéncia m, o
potencial pléstico generalizado @, estd apenas associado a um ponto (y,,y,) do dominio no
referencial local (Figura 2a), tomando o valor da fung¢ao dos potenciais plasticos nesse ponto,

D" = ¢ (y0.%0) - (43)

No controlo em células plasticas, foram implementados trés conjuntos de fungdes de
aproximagao para os parametros plasticos. O primeiro consiste na considera¢do de uma tnica
funcdo constante de valor unitario. O segundo conjunto ¢ definido utilizando quatro fungdes
do tipo bilinear (Figura 2b). Por ultimo, considerou-se também um conjunto de 9 fungdes
obtidas através do produto nas duas direc¢des de polindmios de segundo grau. A defini¢dao
matematica destas fun¢des pode ser encontradas em Mendes[7].

O valor do potencial plastico @, associado ao modo m, pode ser calculado através de:

11

2. :ff(Bﬂm(%W))l ¢ (r.w)|J(r.w) dydy, (44)

—1-1

onde |J(y,w)| representa o Jacobiano de transformagdo de coordenadas entre o referencial
global e o local.
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A integracdo presente na expressao (44) é efectuada numericamente, através da utilizagao
da técnica de quadratura de Gauss [13]:

o zii[&’"(w//m(%l//)WIJ(M/)I], (45)

onde n representa o numero de pontos em cada direccdo e W representa o peso associado a
cada ponto.

" AT
%I
" I TN

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4

Figura 2. Técnicas de controlo da cedéncia.

5 EXEMPLOS DE APLICACAO

Para estudar a eficiéncia das técnicas de controlo da cedéncia implementadas, analisou-se
uma placa quadrada em consola sujeita uma carga uniforme no topo (Figura 3). A estrutura
foi discretizada recorrendo a apenas um elemento finito e implementou-se o critério de
cedéncia de von Mises. As aproximagdes sdo construidas com um conjunto completo de
polindmios de Legendre até ao grau maximo definido por g, no caso das tensdes, por g, no
caso dos deslocamentos no dominio e por g, no caso dos deslocamentos nas fronteiras
estaticas.

y b a=1.00
Jisusuwni s
° ! ¥=0.30
g.,=16
o 4 5 ] {43 ®© 2} g =I5
uy=15
1 Aa B c von Mises (0,,,=1.00)
1 a ! x (1] {1} (2] Mat.semendurecimento

Figura 3. Defini¢do das caracteristicas da placa quadrada em consola.

Para aferir a qualidade dos resultados obtidos, efectuou-se a analise deste mesmo exemplo
com um programa de elementos finitos comercial [12]. Este programa utiliza a formulagao
tradicional (formula¢do de deslocamento) e para o caso em estudo, recorre a um modelo de
plasticidade associada. A consola foi analisada recorrendo a 225 elementos 2D de 8 nos e
obtiveram-se os resultados apresentados na Figura 4.
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Estes resultados foram considerados como valores de referéncia para as analises efectuadas
com o modelo HMT. Comparou-se tanto o valor final do pardmetro de carga, 4., = 0.4215,
como a evolucdo do diagrama carga vs magnitude do deslocamento do ponto F (ver Figura 3).

0.6300
0.4500
0.2700
0.0%00
-.0900
-0.2700
04500

=

— 0.300 w — 0.0BBT
— 0.000 4 — 0.0000
— -0.300 — -0.2687

-0.600 -0.5333
0300 -0.8000

T

Oxx
'y '
] t 0900 L - t 04000
| = 0600 L7 4 05332

Deslocamentos Def. Plastica Efect. Células Plasticas

5

Figura 4. Resultados de um programa de elementos finitos tradicionais (adap. de [12]).

Para se estudar a eficiéncia das técnicas de controlo da cedéncia foram elaborados 16
modelos, definidos com diferentes combinacdes de pontos de colocacdo e de células plasticas
(Tabela 1).

Os pontos de colocagdo sdo definidos numa malha uniforme de pontos equidistantes.
Foram utilizadas células plasticas com uma, quatro e nove fungdes de aproximacdo dos
incrementos dos parametros plasticos, a que designaremos simplificadamente por CELI,
CEL4 e CEL9.

Foi necessario definir o ponto de paragem para o calculo, pois da forma como o modelo
numérico esta definido, o calculo evolui com incrementos de carga muito pequenos que vao
dando origem a deformagdes muito grandes. Definiu-se para todos os modelos analisados, que
o colapso da estrutura, e o consequente final do célculo, acontece sempre que a magnitude do
deslocamento no ponto F, &, obtido da aproxima¢do do campo de deslocamentos no
dominio, for igual ou superior a dez, 6, >10, a que se designou 4, . Foi escolhido este valor
numérico, pois nesta fase a resposta da estrutura ¢ na sua globalidade plastica e porque os
incrementos de carga nesta fase sdo ja muito pequenos.

Na figura 5 representa-se os campos de tensdes o, 0, € 0O,, 0s campos de
deslocamentos no dominio u,, os modos de cedéncia activos (a vermelho) e o grafico carga-
deslocamento (1—5 o ) para os modelos 4, 8, 12 e 15, no instante de colapso convencionado.

Na Tabela 1 apresentam-se também os resultados obtidos para a carga ultima dos modelos.

Salienta-se que para os modelos 5 e 9, a forma grosseira utilizada para o controlo da
plasticidade, conduziu a situagdes em que ndo foi possivel obter convergéncia, ou em que os
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incrementos de carga foram tdo pequenos que levaram a considerar-se que a analise terminou
prematuramente.

DESIGNAGAO | Tipo de Controlo Cedéncia ";:;"ct::éie ";::t':':: "L':gg::i:e & Ay x%mf
MODELO 1 Pontos de Colocagéo 10x10=100 0 100 10.00 0.8157 1.9352
MODELO 2 Pontos de Colocagéo 15x15=225 0 225 10.00 0.6311 1.4972
MODELO 3 Pontos de Colocagéo 20x20=400 0 400 10.00 0.5755 1.3652
MODELO 4 Pontos de Colocagéo 30x30=900 0 900 10.00 0.4237 1.0053
MODELO 5 Células Plasticas - CEL1 0 5x5=25 25 3.4981 0.57808 13715
MODELO 6 Células Plasticas - CEL1 0 10x10=100 100 10.00 0.44606 1.0583
MODELO 7 Células Plasticas - CEL1 0 15x15=225 225 10.00 04318 1.0244
MODELO 8 Células Plasticas - CEL1 0 20x20=400 400 10.00 0.4226 1.0026
MODELO 9 Células Plasticas - CEL4 0 5x5=25 100 3.4614 0.5630 1.3358
MODELO 10 Células Pléasticas - CEL4 0 10x10=100 400 10.00 0.4360 1.0344
MODELO 11 Células Plasticas - CEL4 0 15x15=225 900 10.00 0.4223 1.0019
MODELO 12 Células Plasticas - CEL4 0 20x20=400 1600 10.00 0.4168 0.9889
MODELO 13 Células Plasticas - CEL9 0 5x5=25 225 10.00 0.6279 1.4897
MODELO 14 Células Plasticas - CEL9 0 10x10=100 900 10.00 04326 1.0264
MODELO 15 Células Plésticas - CEL9 0 15x15=225 2025 10.00 0.4190 0.9941
MODELO 16 Células Plésticas - CEL9 0 20x20=400 3600 10.00 0.4162 0.9874

Tabela 1. Caracteristicas dos modelos analisados e valores finais para o pardmetro de carga A .

A figura 6 ilustra o andamento da relacdo entre o valor da carga A e a magnitude do
deslocamento no ponto F, ., tendo sido agrupados os modelos em fungdo da técnica de
controlo ou do tipo de células plasticas.

Da comparagdo entre os resultados apresentados nas Figuras 6a e 6b, observa-se que
apenas no Modelo 4 (900 pontos de colocagdo) os resultados se aproximaram dos de
referéncia, enquanto que para os Modelos 6, 7 ¢ 8 (100, 225 e 400 células plasticas do tipo
CEL1) o andamento foi semelhante ao da curva de referéncia.

Da comparacdo dos resultados apresentados nas Figuras 6¢c e 6d, conclui-se que a
utilizagdo de células plasticas do tipo CELY, face as células tipo CEL4, traz poucos beneficios
em termos da qualidade dos resultados, pois em termos dos andamentos obtidos e ao
parametro de carga final 1,, os resultados sdo muito semelhantes. No entanto, ¢ preciso
salientar que o nimero de modos de cedéncia correspondentes a utilizagdo de células do tipo
CELY, ¢é superior ao dobro do que se obtém quando se adopta a utilizagdo de células do tipo
CELA4.

Para melhor podermos comparar a eficiéncia das técnicas de controlo implementadas,
ilustram-se na Figura 7a os resultados normalizados do parametro de carga ultimo, face ao
numero de pontos de colocagdo ou células plasticas e na Figura 7b face ao ntimero total de
modos de cedéncia.

Da analise da Figura 7a, sobressai mais uma vez o nimero elevado de pontos de colocagdo
necessarios a obtencao de solu¢des com resultados finais semelhantes aos de referéncia.

Observa-se também que, para os diversos tipos de células plasticas, os resultados obtidos
foram semelhantes. Assim sendo, a melhoria de resultados deu-se essencialmente com o
aumento do nimero das células e ndo com o aumento do nimero de modos de cedéncia.

10
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Figura 5. Resultados obtidos para os Modelos 4, 8, 12 ¢ 15 - (§f :]0) .
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Figura 6. Graficos Carga-Deslocamento (1—& 5 ) , para os diversos modelos analisados.
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Figura 7. Comparagdo do valor final do parametro de carga com o nimero de PC ou CP e com o niimero de
modos de cedéncia.

Quando se compara a relagao entre a qualidade dos resultados finais obtidos e o nimero de
modos de cedéncia (Figura 7b), conclui-se que as melhores relagdes sdo obtidas com as
células plasticas tipo CELI, enquanto que os piores resultados sdo obtidos com os pontos de
colocacdo e com as células plasticas do tipo CEL9Y.

De acordo com estes resultados, desaconselha-se a utilizagdo de células plasticas com um
elevado nimero de modos de cedéncia, pois conforme se pode verificar facilmente nas
Figuras 5c) e 5d), as respostas em regime elastoplastico desenvolveram-se activando em cada
célula um numero pequeno de modos de cedéncia. No entanto, ha que ter em conta que uma
maior variedade de fungdes de aproximacao dos pardmetros plasticos P,, pode permitir uma
maior qualidade na simulac¢do do aparecimento e desenvolvimento das deformagdes plasticas,
embora neste caso nao tivesse conduzido a uma melhoria significativa de resultados.

Na sequéncia das analises efectuadas para o estudo da eficiéncia das diferentes técnicas de
controlo da cedéncia, considerou-se pertinente estudar casos em que se utilizasse em
simultaneo a técnica PC e a técnica CP, a que designaremos por Técnica Mista. Procurou-se
desenvolver e testar estratégias de controlo de cedéncia que permitissem obter solucdes de
melhor qualidade com recurso a um menor niimeros de modos de cedéncia.

o 0 Ca o }\‘
Tipo de Controlo Cedéncia N° Pontos de | N° Células | N° Modos de }\“u % A
ref

Colocagao Plasticas cedéncia
MODELO 6 Células Plasticas - CEL1 0 100 100 0.44606 | 1.0583 5.83%
MODELO 7 Células Plasticas - CEL1 0 225 225 0.4318 | 1.0244 2.44%
MODELO 8 Células Plasticas - CEL1 0 400 400 0.4226 | 1.0026 0.26%
MODELO 17 | Misto (CEL1+P.Colocagéo) 42 100 142 0.43942 | 1.0425 4.25%
MODELO 18 | Misto (CEL1+P.Colocagao) 62 225 287 0.42043 | 0.9975 0.25%

Tabela 2. Caracteristicas dos modelos e o parametro de carga (4, ) - Técnica Mista.

Analisaram-se dois modelos definidos com recurso as células plasticas do tipo CELI, que
conforme j& foi referido, revelaram a melhor relacdo entre a qualidade dos resultados e o
nimero de modos de cedéncia. Foi ainda incluido nas extremidades dos elementos um
conjunto de pontos de colocagdo equidistantes, de forma a contrabalancar com um pequeno
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acréscimo de modos de cedéncia, o inconveniente da técnica das células plasticas associado
ao facto de nao controlar isoladamente os pontos nas extremidades dos elementos, onde se
geram picos de tensao.

As caracteristicas dos modelos e os resultados obtidos encontram-se ilustrados na tabela 2,
onde A representa o erro relativo referente a avaliacdo do valor da carga de rotura (4, ) face
aos resultados de referéncia. Da analise desta informagao verifica-se que a qualidade da
solugdo obtida pelo Modelo 17 superou a do Modelo 6, aproximando-se dos resultados do
Modelo 7 que ¢ definido com maior nimero de células e de modos. Ja para a andlise com o
Modelo 18, os resultados obtidos superaram largamente os do Modelo 7, chegando mesmo a
ser mais proximos da solugdo de referéncia 4,., que os obtidos pelo Modelo 8.

Salienta-se que como as solucdes obtidas ndo sdo nem equilibradas nem compativeis, nada
se pode concluir com base nos teoremas de andlise limite. Apenas com consideragdes
energéticas mais avancadas, seria possivel estabelecer consideragdes sobre quais as melhores
solugoes.

6 CONCLUSOES
Dos resultados apresentados € possivel extrair as seguintes conclusdes:

e As técnicas de controlo da cedéncia PC e CP, funcionaram bem com o modelo HMT. A
analise comparativa dos dois métodos permitiu concluir que a técnica de controlo baseada
em células plasticas ¢ globalmente mais eficiente que a técnica baseada em pontos de
colocacao.

¢ Quando se adopta a técnica CP, os resultados obtidos foram fortemente condicionados pelo
numero de células e praticamente independentes do numero de modos de cedéncia
considerados em cada uma das células. Concluiu-se que o tipo de células mais eficiente é o
que recorre a apenas uma fun¢ao de aproximacao (CEL]T).

e Neste trabalho desenvolveu-se e testou-se uma configuracdo mista, que combina as duas
técnicas de controlo atras referidas. Esta técnica permitiu obter resultados de idéntica
qualidade, com recurso a um menor nimero de modos de cedéncia, sendo portanto
aconselhavel a sua utilizagao.
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